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Durante muchos an˜os la f´ısica de la materia condensada se ha encargado, princi-
palmente, del estudio de los so´lidos cristalinos, es decir, aquellos que presentan una
estructura perio´dica perfecta. Para su ana´lisis se considera un conjunto geome´trico
infinito de puntos distribuidos de tal manera que cada uno tiene siempre el mismo
entorno. Este conjunto de puntos recibe el nombre de red, y todos y cada uno
de ellos son geome´tricamente equivalentes, presentando entonces el sistema una
simetr´ıa de traslacio´n perfecta [1–3].
La base del estudio de los sistemas perio´dicos es el llamado espacio rec´ıproco,
que junto con el teorema de Bloch, dan cuenta del comportamiento de electrones
y vibraciones bajo potenciales perio´dicos y han conseguido explicar muchas de las
propiedades f´ısicas de estos so´lidos, como por ejemplo, la capacidad calor´ıfica y las
conductividades te´rmicas y ele´ctricas.
A principios de los an˜os sesenta empezo´ a quedar claro que no todos los materi-
ales presentan un orden estructural de largo alcance. Este es el caso de los so´lidos
amorfos, que carecen por completo de ordenacio´n perio´dica. La f´ısica de los mate-
riales amorfos ha tenido un desarrollo bastante ma´s lento debido, principalmente,
a que al no poder utilizar el concepto de espacio rec´ıproco, no se ha podido estable-
cer una teor´ıa que generalice su rica fenomenolog´ıa. Hay que conformarse en este
caso, con modelos aplicables a ciertas situaciones, que no explican caracter´ısticas
generales.
1.1 Cuasicristales
Un rasgo propio de toda estructura cristalina es que presenta simetr´ıas carac-
ter´ısticas. Sobre la de´cada de los setenta del siglo pasado, se sab´ıa con certeza
que so´lo pod´ıan existir cristales con estructuras sime´tricas de orden 2, 3, 4 y 6,
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y mu´ltiplos enteros de estos o´rdenes. Esto tiene una interpretacio´n geome´trica
sencilla: se puede cubrir un plano con tria´ngulos, cuadrados o hexa´gonos, por
ejemplo, pero no con penta´gonos [4].
Cristalo´grafos y f´ısicos de la materia condensada se vieron enormemente sor-
prendidos cuando en 1984, D. Shechtman, I. Blech, D. Gratias y J. W. Cahn dieron
a conocer las propiedades cristalogra´ficas de una muestra de una aleacio´n de alu-
minio y manganeso enfriada ra´pidamente [5, 6]. En un experimento de difraccio´n
con electrones la muestra presentaba una simetr´ıa prohibida de orden 5. Los re-
sultados mostraban que el material pose´ıa un orden de largo alcance, puesto que
a´tomos situados en diferentes partes de la muestra reflejaban el haz de electrones de
la misma forma. La simetr´ıa de la figura se manten´ıa constante con independencia
de la posicio´n relativa de la muestra con respecto al haz.
Ese mismo an˜o, Levine y Steinhardt [7] interpretaron esto como un nuevo
estado de la materia, llamado cuasicristal, situado entre el estado cristalino y el
amorfo.
El origen de esta simetr´ıa de orden 5 hay que buscarlo en la celda unitaria.
La mayor´ıa de los cristales se basan en celdas unitarias sencillas, como el cubo, el
tetraedro y el octaedro. Sin embargo, la celda unitaria de estos nuevos materiales
se basa en el icosaedro, un pol´ıgono formado por 20 caras, cada una de las cuales
es un tria´ngulo equila´tero [8, 9].
Desde el descubrimiento de estos nuevos materiales se han encontrado muchos
otros compuetos con simetr´ıas exo´ticas. La mayor parte de ellos son aleaciones
de Aluminio con metales de transicio´n como Pd,Cu,Co . . . Adema´s, se han pub-
licado numerosos trabajos (ver Ape´ndice B) sobre sus propiedades [10–13], su
estructura [14–22] y sus posibles aplicaciones [23, 24]. Su alcance ha llegado in-
cluso a cuestionar la propia definicio´n de cristal [25, 26], y empieza a ser materia
de estudio en los libros sobre f´ısica de la materia condensada publicados en los
u´ltimos an˜os [27,28].
1.2 Secuencias cuasiregulares
El concepto de cuasicristal, adema´s de introducir un nuevo estado entre el cristalino
y el amorfo, reforzo´ un concepto matema´tico que ya hab´ıa aparecido en Qu´ımica y
Biolog´ıa [29], y que estaba empezando a hacerlo en f´ısica de la materia condensada:
el orden aperio´dico [24].
Una forma sencilla de apreciar este orden se obtiene al considerar la versio´n
unidimensional de un cuasicristal. Si se hace una proyeccio´n adecuada [14, 19], se
observara´ que hay dos tipos de distancias entre a´tomos, a las que se llamara´ A y
B, que siguen una secuencia aperio´dica.
Un ejemplo t´ıpico de este tipo de secuencias es la llamada secuencia de Fi-
bonacci. Es muy fa´cil de construir: si se parte de dos te´rminos iniciales, F0 = B y
F1 = A, el te´rmino de orden n se obtendra´ a partir del te´rmino anterior n− 1 y el
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anterior a e´ste n− 2, mediante la regla recursiva Fn = Fn−1Fn−2, de manera que:
F2 = AB, F3 = ABA, F4 = ABAAB, F5 = ABAABABA, y as´ı sucesivamente.
Al mismo resultado se puede llegar si en lugar de aplicar la regla anterior se aplica
la transformacio´n: ζ(A) = AB y ζ(B) = A.
Si se coge un te´rmino cualquiera de esta sucesio´n, podra´ observarse co´mo no
aparece un bloque, por grande o pequen˜o que e´ste sea, que se repita perio´dicamente
a lo largo de la estructura. De ah´ı el nombre de orden aperio´dico. Sin embargo,
desde un punto de vista matema´ticamente riguroso, el concepto de aperiodicidad
puede confundirse con otros similares, como cuasiperiodicidad, que vendr´ıan a
representar entidades matema´ticas diferentes. Por este motivo, y para no utilizar
te´rminos de forma incorrecta, en el presente trabajo se llamara´ sistemas cuasireg-
ulares a aquellos que presenten un orden del tipo explicado anteriormente.
Existen una gran variedad de secuencias cuasiregulares [30, 31] y entre ellas,
la de Fibonacci ha sido, sin duda, la ma´s estudiada, desde que fuera introducida
por Leonardo di Pisa (ma´s conocido por Fibonacci) en 1202 como resultado de su
investigacio´n sobre el crecimiento de una poblacio´n de conejos [32]. Otros ejemplos
de secuencias se introducen a continuacio´n brevemente.
La secuencia de Cantor (C) es conocida de la geometr´ıa fractal determinista.
La obtuvo en 1883 el matema´tico alema´n G. Cantor mediante la repeticio´n de
una regla simple: se divide un segmento en tres partes iguales y se elimina la
parte central. A los dos segmentos restantes se les aplica la misma regla, y as´ı
hasta el infinito. La secuencia se puede construir tambie´n mediante la trans-
formacio´n ζ(A) = ABA y ζ(B) = BBB. Entonces: C0 = A, C1 = ABA,
C2 = ABABBBABA . . .. Existen otras construcciones de este tipo, por ejem-
plo, la curva de Koch [33].
La secuencia de Thue-Morse (TM) surge del estudio sistema´tico de cadenas
aperio´dicas iniciado por Thue en 1906 [34]. Fue redescubierta an˜os despue´s por
Morse, en el contexto de la dina´mica topolo´gica, realizando las contribuciones
ma´s importantes a la secuencia en 1921 [35]. Hay varias formas equivalentes de
definirla, pero en general se puede construir mediante la transformacio´n: ζ(A) =
AB y ζ(B) = BA. Entonces: TM0 = A, TM1 = AB, TM2 = ABBA, TM3 =
ABBABAAB . . .. El nu´mero de bloques constituyentes de este sistema crece como
2n, siendo n el orden de la secuencia. La relacio´n entre bloques A y B es constante
e igual a la unidad.
La secuencia period-doubling (PD) tiene su origen en el estudio de los sistemas
dina´micos. Se construye mediante la transformacio´n ζ(A) = AB y ζ(B) = AA.
Entonces: PD0 = A, PD1 = AB, PD2 = ABAA, PD3 = ABAAABAB . . .. El
nu´mero de bloques constituyentes crece, como en la secuencia de Thue-Morse, de
acuerdo con 2n. La relacio´n entre bloques A y B no es constante, y tiende a 2 al
aumentar el orden de la secuencia.
La secuencia de Rudin-Shapiro (RS) es una secuencia de cuatro letras que tiene
su origen en los trabajos de W. Rudin [36] y H. S. Shapiro [37]. Suele definirse
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mediante la transformacio´n, ζ(A) = AB, ζ(B) = AC, ζ(C) = DB y ζ(D) = DC, y
da lugar a la serie: RS0 = A, RS1 = AC, RS2 = ACAB, RS3 = ACABACDC . . ..
El nu´mero de bloques constituyentes crece tambie´n como 2n y en el infinito existen
el mismo nu´mero de letras de cada tipo.
Un estudio ma´s detallado para las secuencias cuasiregulares que tendra´n im-
portancia en el presente trabajo, se da en el Ape´ndice A.
1.3 Heteroestructuras aperio´dicas
El orden cuasiperio´dico esta´ presente en la ciencia de materiales, no solo en el
campo de los cuasicristales, sino tambie´n en el campo de las heteroestructuras y
multicapas, aunque aqu´ı, ma´s desde un ana´lisis teo´rico que desde su realizacio´n
experimental.
Durante los u´ltimos 30 an˜os la investigacio´n en nanoestructuras cua´nticas ha
sido muy intensa, en parte debido a que se han desarrollado te´cnicas de crecimien-
to, como la pulverizacio´n cato´dica (sputtering) y la epitaxia de haces moleculares,
que permiten obtener muestras en las que existe un buen nu´mero de intercaras
no equivalentes, y adema´s, con altos niveles de calidad. Principalmente se han
desarrollado heterostructuras de materiales semiconductores, aunque tambie´n han
tenido cierta importancia las multicapas meta´licas. La calidad de estas estructuras
no es tan elevada como en el caso de semiconductores, debido a la menor direc-
cionalidad del enlace entre a´tomos de metales, aunque eso s´ı, toleran un mayor
nivel de imperfecciones.
Las heteroestructuras perio´dicas, han sido y son objeto de diferentes investi-
gaciones y aplicaciones. En ellas se alternan de forma perio´dica, capas de dos
materiales diferentes A y B, con espesores dA y dB, de tal manera que se introduce
una periodicidad adicional, suma de los dos espesores anteriores, en la direccio´n
de crecimiento de la muestra.
El orden aperio´dico se introduce en las heteroestructuras haciendo crecer las
capas A y B de acuerdo con una secuencia cuasiregular. Los primeros trabajos
experimentales en este sentido se deben a Merlin y colaboradores [38, 39] que
consiguieron fabricar una heteroestructura que segu´ıa la secuencia de Fibonacci.
Puede decirse que estos sistemas presentan dos tipos de orden, pues a escala
ato´mica se tiene el orden cristalino determinado por el ordenamiento perio´dico de
los a´tomos en cada capa, pero en la direccio´n de crecimiento de la heteroestructura
se tiene, a gran escala, el orden cuasiregular determinado por la disposicio´n de las
capas.
A nivel teo´rico, la representacio´n unidimensional de una heteroestructura de
Fibonacci es, en una primera aproximacio´n, similar a la de un cuasicristal, de ah´ı
que los modelos en 1D hayan sido utilizados para analizar ambas estructuras. En
realidad, la similitud entre heteroestructuras y cuasicristales en una dimensio´n
no es tal, puesto que las estructuras a capas suelen incluir ma´s de un a´tomo por
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bloque de material.
Desde el punto de vista experimental, las heteroestructuras cuasiregulares no
han recibido tanta atencio´n y los resultados obtenidos no han dado lugar a aplica-
ciones pra´cticas. Sin embargo, en los u´ltimos an˜os, esto parece estar cambiando,
puesto que las heteroestructuras cuasiregulares pueden tener un papel importante
en el campo de los metacristales [40]. Forman parte de lo que se conoce como
metacristales, los cristales foto´nicos y los cristales fono´nicos, en los que se alter-
nan dos materiales con propiedades diele´ctricas o ela´sticas diferentes. Los primeros
fueron introducidos por Yablonovitch en 1987 [41], y los segundos por Sigalas y
Economou en 1992 [42], y lo que se pretende en ellos es crear una banda prohibida
para fotones o fonones, respectivamente, de forma similar al gap electro´nico que
tantos frutos ha dado en el campo de los semiconductores.
Las publicaciones en ambos campos han crecido mucho en los u´ltimos an˜os
[40,43,44], principalmente sobre foto´nicos, y en menor medida sobre fono´nicos (ver
Ape´ndice B). Entre las posibles aplicaciones para foto´nicos destacan: filtros, guias
de onda, espejos libres de absorcio´n y microcavidades o´pticas. Para fono´nicos:
barreras te´rmicas, filtros ela´sticos y acu´sticos, gu´ıas de onda acu´sticas y espejos
libres de absorcio´n.
La fabricacio´n de este tipo de estructuras con un orden cuasiregular podr´ıa
ampliar el abanico de posibles aplicaciones que ofrece el orden perio´dico.
Independientemente del campo en el que se consideren, un paso necesario a la
hora de disen˜ar heteroestructuras cuasiregulares, es que los estudios teo´ricos que
se hagan y los modelos que se utilicen, se asemejen en lo posible a un so´lido real.
Esto es necesario si se pretende que estas estructuras dejen de considerarse como
algo curioso dentro de las matema´ticas y la f´ısica, y puedan pasar al mundo de la
industria.
1.4 Antecedentes y perspectivas
El descubrimiento de los cuasicristales y la fabricacio´n de heteroestructuras cuasi-
perio´dicas en la de´cada de los 80 se vio acompan˜ado de un importante estudio
teo´rico relacionado con el comportamiento de electrones y vibraciones en un po-
tencial cuasiregular unidimensional.
En los primeros trabajos [45, 46], se consideraba una cadena de a´tomos unidi-
mensional, y se estudiaban en ella los estados electro´nicos en un modelo de enlace
fuerte (tight-binding) con un estado por a´tomo y dos valores para la energ´ıa EA
y EB que segu´ıan la secuencia de Fibonacci. A estos primeros estudios siguieron
otros en los que se utilizaban modelos ma´s complejos, secuencias diferentes a la
de Fibonacci, o se estudiaba otro tipo de excitacio´n elemental, como el caso de
los fonones o fotones, pero principalmente centrados en aspectos acade´micos de los
sistemas f´ısicos, con varios grados de elaboracio´n en los modelos empleados [47–52].
Desde un punto de vista matema´tico estos sistemas pueden considerarse como
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una clase de operadores de Schro¨dinger aperio´dicos. Dada la imposibilidad de
aplicar las herramientas matema´ticas propias de los sistemas perio´dicos, se fueron
desarrollando o adaptando diferentes te´cnicas de ca´lculo para poder tratar sistemas
cuasiregulares. Entre estas te´cnicas destacan, para el presente trabajo, el formal-
ismo de la matriz de transferencia [53] y el me´todo de empalme de las funciones de
Green de superficie (SGFM) [54–56], ambas en su versio´n para sistemas discretos.
Una de las primeras cuestiones que surgen al aplicar uno de estos me´todos
de ca´lculo, es co´mo recae en los para´metros del sistema la aperiodicidad. En este
sentido se puede optar por diferentes modelos f´ısicos, con ma´s o menos complejidad.
En un principio se aplicaron dos modelos sencillos, conocidos como diagonales [45,
49] y off-diagonales [47,49] (on-site y transfer models), que pueden aplicarse tanto
al estudio de electrones como de vibraciones, y en los que se supon´ıa constante uno
de los para´metros del sistema mientras que el otro variaba a lo largo de la estructura
siguiendo la secuencia considerada. Tambie´n se utilizaron algunos modelos mixtos
algo ma´s complejos [57–60]. Algunos de estos primeros modelos destacaban ma´s
por sus aspectos matema´ticos que por refejar la realidad de un sistema f´ısico. Con
posterioridad fueron surgiendo modelos ma´s generales [53, 61–64] que simulaban
con mucho ma´s acierto los rasgos de un sistema real.
El estudio teo´rico llevado a cabo desde la de´cada de los ochenta, a puesto de
manifiesto que las estructuras cuasiregulares presentan propiedades particulares,
asociadas al orden que poseen, y que en muchos casos esta´n a medio camino
entre las propiedades caracter´ısticas de sistemas con orden perio´dico y sistemas
desordenados.
Una primera propiedad que distingue a estos sistemas es su espectro altamente
fragmentado, que presenta una infinidad de gaps, y una anchura total de las bandas
permitidas que desaparece cuando la secuencia se hace infinitamente grande S∞.
Se dice que el espectro es un conjunto de Cantor con medida de Lebesgue nula,
pero eso sera´ estrictamente cierto, precisamente en S∞.
En general, el espectro de una secuencia cuasiregular presenta cambios consid-
erables con el orden de la secuencia para o´rdenes muy bajos. Sin embargo, a partir
de un taman˜o determinado, la llamada estabilidad asinto´tica [53] asegura que el
espectro no presenta variaciones apreciables. Esto hace que algunas propiedades
de estos sistemas, que ser´ıan aplicables extrictamente en el l´ımite S∞, se puedan
enunciar de forma aceptable para secuencias de un taman˜o finito, pero suficiente-
mente grande, SN [65].
Desde un punto de vista topolo´gico, el espectro de energ´ıas de un sistema puede
ser de tres tipos: puntual puro, continuo absoluto y continuo singular. Los dos
primeros tipos son propios de los sistemas f´ısicos tradicionales, mientras que los
cuasicristales y las heteroestructuras cuasiregulares, parecen mostrar el tercero.
Para la mayor´ıa de las secuencias estudiadas, principalmente Fibonacci, Thue-
Morse y period-doubling el espectro de energ´ıas o vibraciones es continuo singular
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puro, soportado por un conjunto de Cantor de medida de Lebesgue nula, tal y como
se desprende del teorema de Bovier-Ghez [30]. Esto no parece estar tan claro para
la secuencia de Rudin-Shapiro, puesto que no se pueden aplicar las condiciones
de dicho teorema [30]. Si se recurre a experimentos nume´ricos [65] se obtienen
indicios, aunque no pruebas concluyentes, de que la secuencia de Rudin-Shapiro
tiene espectro absolutamente continuo.
El conocimiento de la medida espectral es muy u´til a la hora de determinar
el comportamiento de los autovectores (funciones de onda electro´nicas y modos
normales de vibracio´n), en sistemas cuasiregulares. El espectro continuo absoluto
se asocia con estados extendidos, que se extienden homoge´neamente por toda la
muestra. El espectro puntual puro esta´ relacionado con estados localizados, estudi-
ados por Anderson al analizar el Hamiltoniano de una red desordenada [66–69]. Se
caracterizan porque presentan un ma´ximo y luego decaen exponencialmente, y han
sido ampliamente estudiados para sistemas cuasiregulares [50,70–78]. Por u´ltimo,
el espectro continuo singular se asocia con los conocidos como estados cr´ıticos [79],
que son caracter´ısticos de los sistemas cuasiregulares, y que muestran un cara´cter
oscilatorio, con fuertes fluctuaciones espaciales a diferentes escalas. Es decir, su
comportamiento esta´ entre el de los localizados y el de los extendidos, aunque
seguramente ma´s pro´ximo a estos u´ltimos. Tambie´n son numerosos los trabajos
que se han centrado en el cara´cter cr´ıtico de los estados en sistemas cuasiregu-
lares [50, 62, 80–82]. Al parecer hay una gran variedad de este tipo de estados,
tanto para electrones como para vibraciones, dependiendo de su localizacio´n en el
espectro de energ´ıas o de frecuencias. Por ejemplo, para estados en los bordes o
centros de las subbandas pricipales, aparece una estructura autosimilar, mientras
que el resto no muestra un patro´n espec´ıfico.
Otro rasgo que distingue el espectro de los sistemas cuasiregulares es su cara´cter
fractal o autosimilar. En este sentido, es de esperar que las caracter´ısticas del es-
pectro reflejen de alguna forma la naturaleza autorreplicante de la secuencia [83].
Estudios rigurosos demuestran que las propiedades de escala del espectro pueden
describirse mejor mediante el formalismo de la geometr´ıa multifractal [84]. De
ah´ı que la autosimilitud que parecen mostrar, sea so´lo aparente, pues en reali-
dad la autosimilitud estricta no es posible en sistemas multifractales [65]. Sobre
el cara´cter fractal o multifractal de diferentes secuencias cuasiregulares, se han
publicado tambie´n numerosos trabajos [65,81,85–91].
A raiz de lo que se acaba de exponer pueden identificarse varios rasgos que han
favorecido la investigacio´n teo´rica de los sistemas cuasiregulares desde sus inicios:
• Estos sistemas representan un estado intermedio entre los sistemas ordenados
y los desordenados.
• No es posible aplicarles el teorema de Bloch para el estudio del compor-
tamiento de electrones y vibraciones.
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• El espectro presenta un comportamiento muy caracter´ıstico, mostrando una
infinidad de gaps y un patro´n que parece autosimilar.
• Aparecen estados cr´ıticos a medio camino entre los estados extendidos y los
localizados.
• Tanto el espectro como los estados muestran caracter´ısticas fractales o mul-
tifractales, ausentes en cualquier otro tipo de material estudiado.
• Son, en una primera aproximacio´n, la representacio´n unidimensional ma´s
sencilla de cuasicristales y heteroestructuras cuasiregulares.
A pesar de todo el trabajo realizado hasta la fecha sobre sistemas cuasiregulares
(ver algunas de las revisiones publicadas [53,65,83,92]), siguen quedando algunos
retos pendientes. Por ejemplo, es posible que el concepto de autosimilaridad re-
quiera una mayor elaboracio´n, y partiendo del concepto de multifractalidad, quiza´
pueda llegarse a conceptualizar una multisimilaridad [83] que pueda resultar u´til
en el estudio de estos sistemas. Otro aspecto que tambie´n sigue estando abierto,
es co´mo las propiedades de una secuencia dada determinan el tipo de espectro de
su operador de Schro¨dinger.
Ser´ıa interesante tambie´n analizar sistemas en los que el nu´mero de a´tomos de
tipo A o B pueda ser mayor que 1, pues esto es lo que ocurre en realidad en muchos
sistemas f´ısicos, como puede ser el caso de las heteroestructuras. Y hablando de
heteroestructuras reales, se hace necesario pasar del caso unidimensional al caso
tridimensional, puesto que queda por ver si muchas de las propiedades que se han
obtenido en modelos lineales sencillos, se mantedr´ıan al estudiar un sistema 3D.
Las perspectivas son au´n ma´s atractivas si se analiza el papel que el orden
aperio´dico puede tener en diferentes aspectos de la ciencia y la tecnolog´ıa [24].
Empezando por los cuasicristales y sus posibles aplicaciones aprovechando sus dos
propiedades ma´s interesantes, su alta dureza y su baja friccio´n superficial.
Tambie´n es mucho el intere´s que han despertado y despertara´n en los pro´ximos
an˜os las estructuras foto´nicas y fono´nicas [40], relacionadas con secuencias cuasireg-
ulares. En el campo de la foto´nica ya han sido muchos los logros. Se han estudiado
las propiedades de la propagacio´n de la luz en diversos tipos de multicapas orde-
nadas segu´n alguna secuencia aperio´dica [92–124], su posible localizacio´n [125–128],
aspectos relacionados con la absorcio´n excito´nica [129–133], la reflectividad de
rayos X [134], diversos tipos de dispositivos [121, 135–137] e incluso se ha estu-
diado y obtenido resultados interesantes en aspectos relacionados con la o´ptica
no lineal, como las propiedades electro-o´pticas y fotorrefractivas de multicapas de
Fibonacci [138] y la generacio´n armo´nica [139–151].
Queda mucho todav´ıa por hacer en este campo, puesto que la mayoria de
estos trabajos se han centrado solamente en sistemas de Fibonacci, Thue-Morse
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y Cantor, quedando otras secuencias al margen. Tambie´n se puede avanzar en
el disen˜o de microcavidades y otros dispositivos o´pticos [152], donde los sistemas
h´ıbridos, que combinan partes perio´dicas con partes aperio´dicas, pueden jugar un
papel importante [153–159].
El campo de la fono´nica, aunque sin despertar tanto intere´s, tambie´n ha sufri-
do un auge en los u´ltimos an˜os, estudia´ndose la posible generacio´n de una banda
fono´nica [160–162], as´ı como otras propiedades [163,164], y la realizacio´n de diver-
sos dispositivos [165–168].
El campo de la ciencia en el que el orden aperio´dico surge de forma esponta´nea
es, sin duda, la biolog´ıa [24], donde los a´cidos nucleicos, por ejemplo, ordenan sus
cuatro unidades fundamentales de acuerdo con un patro´n que E. Schro¨dinger ya
llamo´ aperio´dico [29], y cuyo estudio se incluye en a´reas de ma´ximo intere´s como
son la bioinforma´tica, la geno´mica y la proteo´mica. En el campo de la mate-
ria condensada, existen publicaciones recientes en las que se estudia el transporte
electro´nico y propiedades relacionadas en mole´culas de DNA natural o sinte´tico
[169–178], e incluso se consideran las posibilidades de esta mole´cula en la fabri-
cacio´n de dispositivos foto´nicos [179].
1.5 Objetivos
El presente trabajo pretende ser una aportacio´n en algunos de los retos que plantea
el estudio teo´rico de electrones y, principalmente vibraciones, en sistemas cuasireg-
ulares. Para ellos se plantean cuatro objetivos principales:
1. Continuar y ampliar los estudios realizados hasta la fecha sobre vibraciones y
electrones en sistemas cuasiregulares en una dimensio´n. Se tratara´ de modi-
ficar el modelo general para que se asemeje, en lo posible, a la representacio´n
unidimensional de una heteroestructura real.
• Profundizar en la dependencia de las propiedades de los sistemas cuasireg-
ulares con el valor de los para´metros.
• Desarrollar un tratamiento matema´tico, dentro del formalismo de la
matriz de transferencia, que permita ampliar el modelo general, para
suponer ma´s de un a´tomo por capa de material, tal y como ocurre en
las heteroestructuras fabricadas artificialmente.
• Introducir dentro de ese tratamiento la posibilidad de considerar difer-
entes condiciones de contorno.
• Analizar los resultados que se obtienen al extender el modelo general




• Utilizar valores reales para los para´metros, y no solo valores arbitrarios,
que permitan simular el comportamiento de vibraciones en una multi-
capa meta´lica.
2. Estudiar el comportamiento de vibraciones en sistemas h´ıbridos y compuestos.
Estas estructuras hacen crecer bloques cuasiregulares con bloque perio´dicos,
o bloques cuasiregulares entre s´ı de diferentes formas. Las posibles combi-
naciones que pueden presentarse son numerosas, y sus posibles aplicaciones
muy prometedoras.
• Extender los me´todos de ca´lculo anteriores a sistemas ma´s complejos,
como los que se acaban de sen˜alar.
• Analizar los resultados obtenidos para obtener aquellas propiedades
propias de estos sistemas que puedan tener algu´n intere´s, tanto des-
de un punto de vista teo´rico, como desde un punto de vista de posibles
aplicaciones pra´cticas.
• A partir de los resultados obtenidos considerar las posibilidades que
ofrece cada tipo de secuencia para formar estructuras h´ıbridas o com-
puestas.
3. Estudiar las propiedades vibracionales de sistemas cuasiregulares descritos
mediante modelos de dina´mica de redes en tres dimensiones. Este es un
campo en el que no existen estudios ni resultados, necesarios para caracterizar
estos sistemas.
• Adaptar el me´todo de empalme de funciones de Green de superficie
para que permita extender los aspectos anteriores al caso tridimension-
al. De esta forma, se podra´n estudiar teo´ricamente heteroestructuras
tridimensionales dentro de un modelo simple pero realista.
• Analizar los resultados que se obtienen para la simulacio´n de heteroestruc-
turas tridimensionales, compara´ndolos en la direccio´n de crecimiento
con los obtenidos para sistemas unidimensionales, y estudiando los re-
sultados en otras direcciones dentro de la estructura.
• Aplicar el tratamiento matema´tico a sistemas h´ıbridos, de manera que
pueda compararse si las propiedades que poseen los sistemas unidimen-
sionales se mantienen al consideras multicapas en tres dimensiones.
4. Extender el estudio planteado en los tres apartados anteriores a varias de las
secuencias cuasiregulares ma´s estudiadas, como puedan ser las de Fibonacci,
Thue-Morse, period-doubling y Rudin-Shapiro.
• Desarrollar formalismos matema´ticos que no se limiten a una secuencia




• Analizar los resultados obtenidos para cada secuencia. Ser´ıa intere-
sante en este sentido, distinguir aquellos rasgos caracter´ısticos de cada
secuencia, de aquellos que son comunes para todas.
• A partir de lo anterior se podr´ıa intuir o predecir el comportamien-
to de vibraciones y electrones en otros sistemas que sigan secuencias






Son varias las te´cnicas de ca´lculo que se han utilizado para estudiar excitaciones
elementales en sistemas cuasiregulares, bien sea mediante un tratamiento discreto
o continuo [53]. Aqu´ı se presentara´n tres de ellas, suponiendo un sistema dis-
creto. Para el tratamiento unidimensional se seguira´ el me´todo de la matriz de
transferencia y la diagonalizacio´n directa. Para el caso de heteroestructuras en tres
dimensiones se utilizara´ el me´todo de empalme de funciones de Green de superficie
(SGFM) [54].
2.1 Matriz de transferencia
Uno de los me´todos ma´s interesantes a la hora de estudiar el espectro de los sis-
temas cuasiregulares es el de la matriz de transferencia. Bajo este concepto apare-
cen diferentes te´cnicas, ma´s o menos relacionadas entre s´ı [53,55,180]. Por ejemplo,
si se expresa una autofuncio´n como combinacio´n lineal de funciones base, dicha
matriz transfiere los coeficientes de la combinacio´n de un punto a otro. La matriz
de transferencia tambie´n puede funcionar de una forma diferente, transfiriendo la
funcio´n y su derivada de un punto a otro.
2.1.1 Introduccio´n













CAPI´TULO 2. TE´CNICAS DE CA´LCULO
quedando definida as´ı la matriz de transferencia M para un sistema continuo. En
el caso de un sistema discreto, como los que aqu´ı se tratara´n, M relaciona la am-










En este caso, la matriz de transferencia es una matriz unimodular 2× 2, y per-
mite resolver gran cantidad de problemas [90], entre ellos, los estados electro´nicos
en el modelo del enlace fuerte a una banda y vibraciones en una cadena lineal.
Formulacio´n para electrones
El punto de partida para el estudio de electrones en sistemas cuasiregulares uni-
dimensionales es la ecuacio´n de Schro¨dinger independiente del tiempo:
H|ψ〉 = E|ψ〉 (2.3)
A la hora de calcular los valores permitidos de la energ´ıa y las funciones de
onda de los electrones recurrimos al me´todo del enlace fuerte (tight-binding), en
el que se ignoran las interacciones electro´n-electro´n, y que es apropiado cuando los
orbitales ato´micos de las diferentes posiciones de la red se superponen de´bilmente.
Se considera el caso en el que cada a´tomo contribuye con un solo electro´n y se ignora
el acoplamiento esp´ın-o´rbita. En estas condiciones el hamiltoniano, en forma de














donde a+n y an son los operadores creacio´n y aniquilacio´n, Vn es el potencial en
el sitio n y tm,n son las integrales de transferencia. La ecuacio´n de autovalores
a la que se llega mediante el modelo del enlace fuerte con interaccio´n a primeros
vecinos es, en su forma ma´s general:
(E − Vn)Ψn = tn,n+1Ψn+1 + tn,n−1Ψn−1 (2.5)










De esta forma es posible escribir la ecuacio´n anterior como:
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Conociendo los valores de Ψ0 y Ψ1 pueden obtenerse los valores para cualquier











Para estudiar las vibraciones se parte de una cadena unidimensional de a´tomos
cuya interaccio´n viene descrita por una energ´ıa potencial φ, que es una funcio´n











φ(um − un) (2.9)









n + φ(um − un)) (2.10)
Suponiendo un potencial armo´nico φ(r) = 1
2
kr2 la ecuacio´n de movimiento
sera´:
mnu¨n(t) = kn,n−1un−1(t) + kn,n+1un+1(t)− (kn,n+1 + kn,n−1)un(t) (2.11)
donde mn son las diferentes masas y kn,n+1, kn,n−1 son las constantes de fuerza
entre dos a´tomos consecutivos. Tomando una dependencia temporal armo´nica del
tipo un(t) = une
iωt se puede separar la dependencia espacial de la temporal. La
dependencia temporal es trivial y la dependencia espacial queda:
(kn,n+1 + kn,n−1 −mnω2)un = kn,n+1un+1 + kn,n−1un−1 (2.12)
Al igual que en el caso electro´nico, esta ecuacio´n se puede expresar mediante el


































Dada la similitud entre el problema planteado para el caso de electrones y el de
vibraciones, se puede hacer un tratamiento unificado de ambos, tal y como hacen
E. Macia y F. Domı´nguez-Adame [53].
De esta forma, las expresiones 2.5 y 2.12 coincidira´n en:




αn kn,n−1 + kn,n+1 −mnω2 E − Vn
tn,n±1 kn,n±1 tn,n±1










Las matrices de transferencia 2.6 y 2.14, que relacionan la funcio´n en la posicio´n


























donde MT = TnTn−1Tn−2 · · ·T2T1 es la matriz de transferencia total del sistema,
producto de las diferentes matrices individuales.
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Como se vera´ a continuacio´n, a partir de la matriz de transferencia total, MT ,
se puede obtener bastante informacio´n sobre el sistema. Sin embargo, en el caso
de sistemas cuasiregulares, no sera´ fa´cil encontrar una relacio´n que permita mul-
tiplicar las matrices individuales que intervienen de una forma sencilla. A una
relacio´n de este tipo se le denomina mapa de matrices, y se ha obtenido y utilizado
en algunos ejemplos sencillos [45, 47, 51]. Una alternativa mucho ma´s utilizada es
el mapa de trazas, que reduce el problema de calcular el producto de matrices, y
que consiste en una expresio´n sencilla para obtener la traza de la matriz de orden
n en funcio´n de las trazas de matrices de o´rdenes inferiores [45,51,181–188].
Hay que tener en cuenta, que aunque el caso de vibraciones y electrones pueden
tratarse mediante el mismo formalismo matema´tico, son dos problemas, en esencia,
diferentes, pues la dina´mica de los electrones obedece a una descripcio´n cua´ntica
y la de los fonones una descripcio´n enteramente cla´sica [189]. Es decir, aunque
tengan ecuaciones ana´logas, son situaciones f´ısicas distintas. Esta es una cuestio´n
importante que no hay que descuidar, pues puede dar lugar a cierta confusio´n.
Por ejemplo, ya se dijo que los modelos que existen para el espectro de electrones
en sistemas cuasiperio´dicos vienen dados por un modelo tight-binding a una sola
banda con interacciones a primeros vecinos. A partir de ah´ı y mediante las ana-
log´ıas habituales, se dice que tambie´n son extensibles a fonones. En el caso de
fonones hay que ser bastante cuidadosos y tomarse esas afirmaciones con bastante
precaucio´n. El problema fundamental en este caso, esta´ en que las integrales de
transferencia y los potenciales para el caso de electrones son independientes, mien-
tras que sus equivalentes para el caso de fonones esta´n relacionados.
Tanto en un caso como en otro, teniendo en cuenta estas puntualizaciones, la
matriz de transferencia del sistema MT , permite obtener la informacio´n necesaria,
principalemente [53,190]:
Energ´ıas permitidas El espectro de frecuencias (vibraciones) y energ´ıas (elec-
trones) permitidas puede obtenerse a partir de:
|TrMT | ≤ 2 (2.20)
Segu´n [53] el estudio del espectro para un sistema f´ısico puede hacerse a tres
niveles diferentes. Nivel topolo´gico, donde el espectro se caracteriza por su
medida de Lebesgue, y puede ser puntual puro, absolutamente continuo, o
singular continuo. Nivel local, donde interesan magnitudes cuantitativas que
caractericen el espectro, como puede ser la anchura de las bandas de energ´ıa
y su dependencia con los para´metros. Nivel global, donde se estudian las
reglas de fragmentacio´n del espectro y su estructura jera´rquica.
Densidad de estados integrada (IDOS) La IDOS se define como el nu´mero
de estados cuya energ´ıa es menor que E, y viene dada por:
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D(E ′)dE ′ (2.21)
donde D(E) es la densidad de estados. A partir de la matriz de transferencia:






donde tN es la amplitud de transmisio´n, relacionada con el coeficiente de
transmisio´n, que se presenta a continuacio´n, por: τ(N,E) ≡ |tN |2.
Coeficiente de Lyapunov (Γ(E)) Es una medida de la razo´n del incremento de
la funcio´n de onda de un autoestado con energ´ıa E a lo largo del sistema. Este
es un para´metro u´til para establecer una relacio´n entre el espectro de energ´ıas
y las propiedades de transporte del sistema. De las diferentes definiciones











dondeMij son los elementos de la matriz de transferencia total del sistema, y
N es el taman˜o del mismo. Los gaps vienen caracterizados por los ma´ximos
de Γ, mientras que las subbandas de energ´ıas permitidas se corresponden con
los mı´nimos de Γ.
Coeficiente de transmisio´n Otro para´metro que se obtiene de la matriz de






DN(E) = [M12 −M21 + (M11 −M22) cosκ]2 + (M11 +M22)2 sin2 κ (2.25)
y
cosκ =
(E − V ∗)
2t
(2.26)
Resistividad de Landauer La llamada fo´rmula de Landauer relaciona el coefi-
ciente de transmisio´n con la resistividad de Landauer ρ(N,E), un para´metro
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Por otra parte, iterando nume´ricamente la expresio´n (2.16) tambie´n se puede
obtener la amplitud de los modos normales de vibracio´n (para el caso de vibra-
ciones) o la amplitud de la funcio´n de onda (para el caso de electrones), que
permiten ver co´mo evolucionan dichos para´metros a lo largo de la estructura.
2.1.2 Expresiones para los diferentes modelos
El tratamiento presentado puede utilizarse para describir diferentes tipos de sis-
temas. Por ejemplo, si los para´metros siguen una distribucio´n perio´dica se esta´ ante
una representacio´n unidimensional de un so´lido cristalino, mientras que si siguen
un patro´n aleatorio tendremos una representacio´n de un sistema unidimensional
desordenado.
En el caso que aqu´ı se estudiara´, los para´metros siguen una secuencia cuasireg-
ular de las presentadas en la introduccio´n. Se obtiene as´ı la representacio´n unidi-
mensional de una estructura cuasiregular.
La cuestio´n ahora es co´mo siguen los para´metros de la ecuacio´n la secuencia
cuasiregular considerada. Trabajos anteriores sugieren alguna de las siguientes
aproximaciones [53]:
• Modelos diagonales : aqu´ı las integrales de transferencia (para el caso de elec-
trones) o las constantes de fuerza (para el caso de vibraciones), son constantes
y la cuasiperiodicidad recae en el potencial (para el caso de electrones) o en
las masas (para el caso de vibraciones).
• Modelos off-diagonales : en este caso son las integrales de transferencia (elec-
trones) o las constantes de fuerza (vibraciones) las que siguen la distribucio´n
cuasiperio´dica a lo largo de la cadena, mientras que los potenciales (elec-
trones) o las masas (vibraciones) permanecen constantes.
• Modelos generales : son modelos que tratan de aproximarse en lo posible a
un so´lido real. Los hay de varios tipos, pero en principio se asemejan a los
modelos diagonales, es decir, la cuasiperiodicidad recae en el potencial (para
el caso de electrones) o en las masas (para el caso de vibraciones), pero las
integrales de transferencia (para el caso de electrones) o las constantes de
fuerza (para el caso de vibraciones), no se toman constantes a lo largo de
toda la estructura, sino que dependen de los a´tomos vecinos.
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A continuacio´n se calcula la matriz de transferencia total para los modelos ma´s
representativos estudiados por otros autores. Dependiendo del modelo utilizado
intervendra´n unos para´metros u otros, por este motivo y para darle mayor claridad
al texto, se presentan las ecuaciones tanto para vibraciones como para electrones,
y no de forma unificada.
A la hora de nombrar las matrices, se introduce una nomenclatura propia que
permita diferenciar las matrices que intervienen en los diferentes modelos. Por
ejemplo, una matriz del modelo diagonal se designara´ por M.A., sen˜alando que
la posicio´n n considerada es de tipo A, y que los para´metros de interaccio´n con
las posiciones adyacentes son constantes, de ah´ı los dos puntos en el sub´ındice.
Una matriz tipo del modelo off-diagonal sera´, MA.B, dando a entender que la
posicio´n n considerada es constante a lo largo de la estructura, y que en este caso
son los para´metros de interaccio´n con las posiciones adyacentes los que var´ıan
siguiendo la secuencia cuasiregular. Por u´ltimo, considerando un modelo general
se tiene, por ejemplo,MBAB indicando que la posicio´n considerada n es de tipo A y
que los para´metros de interaccio´n con las posiciones adyacentes no son constantes
y variara´n de una posicio´n a otra. De esta manera, el sub´ındice de la matriz
informara´, por una parte, del modelo que se considera, y por otra, de los para´metros
que intervienen en ella.
Modelos diagonales
Se considera el sistema que se muestra en la figura 2.1. En este tipo de modelos
son las masas, en el caso de vibraciones, o los potenciales, en el caso de electrones,
los que siguen la secuencia cuasiregular, mientras que las constantes de fuerza
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Figura 2.1. Representacio´n del modelo diagonal para vibraciones en una cadena de
Fibonacci
Las ecuaciones de movimiento para vibraciones y electrones, respectivamente,
quedar´ıan:
(2k −mnω2)un = kun+1 + kun−1 (2.28)
(E − Vn)ψn = tψn+1 + tψn−1 (2.29)
Se pueden expresar ambas ecuaciones en forma matricial:
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Las matrices individuales que intervienen se corresponden con las diferentes
situaciones que pueden darse en la estructura. Para vibraciones, por ejemplo, so´lo
pueden darse los casos que aparecen en la figura 2.2. El caso de electrones ser´ıa







Figura 2.2. Situaciones que pueden presentarse para vibraciones en el modelo diagonal
De esta manera, las matrices se diferencian exclusivamente en la masa (vi-
braciones) o en el potencial (electrones) de cada posicio´n (mn o Vn). As´ı, para
el caso de secuencias de dos letras, como puede ser el caso de las de Fibonacci,
Thue-Morse o period-doubling, solamente aparecera´n dos matrices de transferencia
individuales, a las que se denominara´M.A. yM.B., y que se multiplicara´n siguiendo
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Como puede apreciarse las dos matrices que intervienen se diferencian exclusi-
vamente en la posicio´n n considerada, que puede ser de tipo A o B, mientras que las
posiciones adyacentes no producen diferencias en las matrices, pues los para´metros
de interaccio´n son constantes a lo largo de la estructura, como ya se ha comentado.
A la hora de obtener la matriz de transferencia total del sistema, solamente
habra´ que multiplicar las matrices individuales siguiendo el orden, en sentido in-
verso, de la estructura cuasiregular considerada. Por ejemplo, para las siguientes
secuencias se obtendra´n, respectivamente, las siguientes matrices:
Fibonacci = ABAABABA . . .
Secuencias Thue−Morse = ABBABAAB . . .
Period− doubling = ABAAABAB . . .
MT = . . .M.A.M.B.M.A.M.B.M.A.M.A.M.B.M.A.
Matrices MT = . . .M.B.M.A.M.A.M.B.M.A.M.B.M.B.M.A.
MT = . . .M.B.M.A.M.B.M.A.M.A.M.A.M.B.M.A.
En todos estos casos se puede construir MT para una secuencia de un orden
dado utilizando laMT de o´rdenes anteriores, siguiendo la misma regla que se sigue
para construir la secuencia. Por ejemplo, en el caso de Fibonacci:
F1 = A MT1 = M.A.
F2 = AB MT2 = M.B.M.A.
F3 = ABA MT3 = M.A.M.B.M.A.
F4 = ABAAB MT4 = M.B.M.A.M.A.M.B.M.A.
F5 = ABAABABA MT5 = M.A.M.B.M.A.M.B.M.A.M.A.M.B.M.A.
. . . . . .
La matriz de transferencia total para un orden n, vedra´ dada por una relacio´n
similar a la que permite construir la secuencia de Fibonacci [45, 51](Ape´ndice A):
MT (n) =MT (n−2)MT (n−1) (2.32)
Esta relacio´n es bastante u´til, principalmente al intentar resolver el problema
nume´ricamente. A una expresio´n similar se llegar´ıa para una cadena de Thue-
Morse o period-doubling, teniendo en cuenta simplemente co´mo se construyen
dichas secuencias.
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Modelos off-diagonales
En este tipo de modelos se sigue un planteamiento opuesto al anterior. Son las
constantes de fuerza (vibraciones) o las integrales de transferencia (electrones)
las que siguen la secuencia cuasiregular, mientras las masas (vibraciones) o los
potenciales (electrones) se consideran iguales para toda la estructura (figura 2.3).
Desde un punto de vista matema´tico el modelo off-diagonal es totalmente cor-
recto, sin embargo, desde un punto de vista f´ısico presenta alguna inconsistencia
en el caso de vibraciones, principalmente en lo que se refiere a ley de Hooke, pues
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Figura 2.3. Representacio´n del modelo off-diagonal para vibraciones en una cadena de
Fibonacci
Las ecuaciones de movimiento para vibraciones y electrones, respectivamente,
quedan en este caso:
(kn,n+1 + kn,n−1 −mω2)un = kn,n+1un+1 + kn,n−1un−1 (2.33)
(E − V )ψn = tn,n+1ψn+1 + tn,n−1ψn−1 (2.34)




































Las diferentes matrices individuales que intervienen en este caso, y a diferencia
de los modelos diagonales, dependera´n de las posiciones anterior y posterior a la
posicio´n n. Considerando, por ejemplo, el caso de vibraciones en secuencias de dos
letras, cada a´tomo (en este caso sera´n todos del mismo tipo) puede estar unido a
sus vecinos por una constante tipo kA o kB, como se muestra en la figura 2.4.
A partir de las figuras anteriores se tienen las siguientes matrices individuales:
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Al igual que en el modelo diagonal analizado anteriormente, la nomenclatura
utilizada para las matrices viene a reflejar la estructura que se considera. Puede
verse que las matrices no se van a diferenciar por la posicio´n dada n, de ah´ı el
punto central en el sub´ındice de las matrices, y s´ı que lo hacen por las posiciones
anterior y posterior, de ah´ı las letras A o B en dicho sub´ındice.
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Una vez introducidas las matrices individuales habra´ que obtener la matriz de








En este caso existe una forma de agrupar estas matrices con el fin de facilitar
los ca´lculos [51]. Si se toma MB′ = MA.A y MA′ = MB.AMA.B, la matriz de
transferencia del sistema viene dada por la misma expresio´n utilizada en el caso
del modelo diagonal:
MT (n) =MT (n−2)MT (n−1) (2.37)
con MT (1) =MB′ y MT (2) =MA′
Modelo general
Los modelos presentados hasta ahora tienen, a decir verdad, una mayor impor-
tancia desde el punto de vista matema´tico que desde el punto de vista f´ısico. Por
este motivo en los u´ltimos an˜os se han buscado modelos en una dimensio´n que se
asemejen en lo posible a una estructura real, bien se trate de una heteroestructura
o de un cuasicristal. Destaca en esta direccio´n el modelo presentado por E. Macia´
y F. Domı´nguez-Adame [53,80], que supone que son las masas (vibraciones) o los
potenciales (electrones) los que siguen la secuencia cuasiregular, como el modelo
diagonal, pero a diferencia de e´ste, las constantes de fuerza (vibraciones) o las
integrales de transferencia (electrones) no son constantes en toda la estructura,
sino que var´ıan de acuerdo con la estructura f´ısica que se representa.
Este modelo tiene como ventaja, sobre los modelos presentados anteriormente,
su semejanza con un sistema real, pues la situacio´n que se presenta es perfecta-
mente interpretable desde un punto de vista f´ısico. Adema´s, es ma´s simple que
otros modelos generales que se han presentado [191, 192], que recurren a estruc-
turas ma´s rebuscadas, como sistemas con dos tipos de constantes de fuerza y tres
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tipos diferentes de masas, y que aqu´ı no se van a considerar. Una representacio´n















Figura 2.5. Representacio´n del modelo general para vibraciones en una cadena de
Fibonacci
Para vibraciones, por ejemplo, son las masas, mA y mB, las que siguen la
secuencia correspondiente. En el caso de dos masas mA consecutivas la constante
de fuerza entre ellas sera´ kA, si se tienen dos masas mB, entonces la constante sera´
kB, y entre masas mA y mB o viceversa, la constante sera´ kI . Siempre se tomara´
aqu´ı kI como la media aritme´tica de kA y kB, aunque podr´ıan darse otros valores.
Las ecuaciones de movimiento vendra´n dadas por:
(kn,n+1 + kn,n−1 −mnω2)un = kn,n+1un+1 + kn,n−1un−1 (2.38)





































Las situaciones que pueden presentarse en este modelo son algunas ma´s, dada
su mayor complejidad. Para el caso de vibraciones, aparecen reflejadas en la figura
2.6.
Se muestran a continuacio´n las matrices que se corresponden con las diferentes
situaciones individuales que aparecen a lo largo de la cadena.
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Figura 2.6. Situaciones que pueden presentarse para vibraciones en el modelo general
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Las diferentes matrices individuales que intervienen dependen ahora de la posi-
cio´n considerada n, y de la anterior n− 1 y posterior n+ 1. Esto queda reflejado,
como en modelos anteriores, en el sub´ındice utilizado para nombrar las matrices,
de manera que consta de tres letras, la del centro indica el tipo de a´tomo en la
posicio´n n, y la de la izquierda y la de la derecha, el tipo de a´tomo anterior y
posterior, respectivamente. Se tiene as´ı, una nomenclatura que permite distinguir
las matrices que intevienen en los diferentes modelos, al mismo tiempo que da un
tratamiento unificado a este tipo de problemas, pues se puede aplicar a todos los
modelos presentados y a las diferentes secuencias.
Para una secuencia dada, y considerando un solo a´tomo por capa de material,
no van a aparecer todas estas situaciones a la vez. Por ejemplo, para la secuencia
de Fibonacci so´lo se dara´n cuatro de ellas: MABA, MBAA, MAAB y MBAB. Para
el caso de Thue-Morse pueden darse algunas situaciones ma´s, ya que, a diferencia
de la secuencia de Fibonacci, pueden aparecer dos posiciones B consecutivas, con
lo cual se tiene: MABA, MBAA, MAAB, MBAB, MABB y MBBA. Para la secuencia
period-doubling intervienen: MABA, MBAA, MAAB, MBAB y MAAA, presenta´ndose
aqu´ı como novedad con respecto a las secuencias anteriores, la presencia de tres
posiciones A consecutivas. Al considerar diferentes secuencias, y sobre todo al
considerar ma´s de un a´tomo por capa de material, como se hara´ ma´s adelante,
aparecen todos los casos posibles.
Si en este modelo se supone el mismo valor para todas las constantes de fuerza
(vibraciones) o para todas las integrales de transferencia (electrones), se obtendr´ıa
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el modelo diagonal, y las ocho matrices se reducir´ıan a las dos asociadas a ese
modelo.
Se pretende ahora obtener la matriz de transferencia del sistema para una
secuencia de Fibonacci con condiciones de contorno c´ıclicas. En este caso no sera´
tan fa´cil encontrar una relacio´n que nos permita obtenerMT (n) a partir deMT (n−1)
yMT (n−2), y se recurre a lo que se conoce como renormalizacio´n [80]. Para empezar







En estas condiciones, y siguiendo la referencia [80], las matrices pueden agru-
parse en bloques RA =MAABMBAAMABA y RB =MBABMABA, de tal manera que






La matriz de transferencia total que se obtiene mediante este proceso de renor-
malizacio´n no es la misma que se obtendr´ıa si se multiplican las matrices en el
orden en que aparecen, pues se permutan algunas matrices de los extremos, sin
embargo su traza, a partir de la que se obtiene pra´cticamente toda la informacio´n,
s´ı permanece invariante ante estas permutaciones.
Como se indico´ en la introduccio´n, uno de los objetivos del presente trabajo
es encontrar modelos unidimensionales, como los que aqu´ı se presentan, que se
aproximen lo ma´s posible a un sistema real. En esta direccio´n esta´n orientados los
dos siguientes apartados. En 2.1.3 se busca un modelo general que no se restrinja a
condiciones de contorno c´ıclicas y sea va´lido para cualesquiera condiciones de con-
torno. En 2.1.4 se ampl´ıa el modelo general para bloques A y B que contengan ma´s
de un a´tomo, algo que ocurre en realidad cuando se fabrica una heteroestructura.
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2.1.3 Diferentes condiciones de contorno
Se tratara´ aqu´ı de desarrollar una nueva forma de reagrupar el producto de las
matrices individuales para obtener la matriz de transferencia total, de manera
que se puedan introducir condiciones de contorno diferentes al caso ma´s comu´n
de condiciones c´ıclicas, y que adema´s no necesite de permutaciones a la hora de
obtener la matriz del sistema.
Puesto que este enfoque es so´lo un paso previo al ma´s general que se expone en
2.1.4 se presentara´ u´nicamente para la secuencia de Fibonacci, y posteriormente
se mostrara´n otros casos.
Estructura de Fibonacci
Se supone una estructura unidimensional que sigue la secuencia de Fibonacci y se
considera el modelo general presentado en 2.1.2. A la hora de escribir la matriz de
transferencia de los a´tomos inicial y final de la cadena hay que tener en cuenta que
se necesitan las constantes de fuerza (vibraciones) o las integrales de transferencia
(electrones) a ambos lados de dichos a´tomos. Uno de esos para´metros viene dado
por la propia estructura, pero el otro depende del tipo de a´tomo que precede o
sucede a la cadena. Generalmente se suponen condiciones de contorno c´ıclicas
o perio´dicas, es decir, el a´tomo que hay a la izquierda del primer a´tomo es del
mismo tipo que el u´ltimo a´tomo de la cadena, y el a´tomo que hay a la derecha
del u´ltimo a´tomo es del mismo tipo que el primer a´tomo. Es como si la cadena se
cerrara formando un anillo, de ah´ı el nombre. Adema´s de este tipo de condiciones
se considerara´n otras en este apartado, tal y como muestran las figuras 2.7-2.11.
Tambie´n se presentan las matrices asociadas a cada caso para diferentes o´rdenes
de la secuencia considerada.
• C. C. perio´dicas: Como la secuencia de Fibonacci puede acabar en un a´tomo
de tipo A o B dependiendo de si es de orden impar o par, respectivamente,




































Figura 2.7. Estructura con condiciones de contorno perio´dicas, dependiendo del orden
par o impar de la secuencia
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• Entre dos medios A: Se supone aqu´ı que la estructura se encuentra entre
dos medios del tipo A de modo que para el primer a´tomo de la cadena se
tiene a la izquierda kA y para el u´ltimo a´tomo se tendra´ a la derecha kA
o kI dependiendo de si la cadena acaba en A o en B, respectivamente. La
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Figura 2.8. Estructura de Fibonacci entre dos medios A, dependiendo del orden par o






• Entre dos medios B: Este caso es similar al anterior, pero ahora la cadena
















AkI kIkIkI kIkI kI
k
B
Figura 2.9. Estructura de Fibonacci entre dos medios B, dependiendo del orden par o
impar de la secuencia
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• Entre un medio A y otro B: Se tiene a la izquierda de la estructura un medio
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Figura 2.10. Estructura de Fibonacci entre un medio A y otro B, dependiendo del



























Figura 2.11. Estructura de Fibonacci entre un medio B y otro A, dependiendo del
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Independientemente de las condiciones de contorno, hay un bloque central para
las matrices de transferencia del sistema, que es el mismo para las diferentes situa-
ciones analizadas. Se obtiene si se eliminan las matrices de los extremos (que
dependen de las condiciones de contorno y de que la secuencia sea par o impar) y
se llamara´ M ′T (n), donde la tilde
′ diferencia esta matriz de la matriz de transfer-
encia total del sistema.
Se estudia a continuacio´n ese bloque central que se repite. La idea es la sigu-
iente. Se trata de encontrar alguna relacio´n de recurrencia que permita escribir el
bloque central de una secuencia de orden n, en funcio´n de los bloques centrales
de secuencias anteriores, n − 1 y n − 2. Posteriormente, habra´ que an˜adir a am-
bos lados las matrices correspondientes a las condiciones de contorno elegidas. Se
obtendr´ıa, por tanto, una forma fa´cil de construir la matriz de transferencia de
una secuencia de orden n cualquiera, y adema´s se podr´ıan introducir diferentes
condiciones de contorno.
Al escribir solamente el bloque central para diferentes o´rdenes se obtiene:
M ′T2 = I
M ′T3 = MABA
























Se puede construir el bloque central para cualquier orden de la secuencia de
Fibonacci, utilizando el bloque central de las dos secuencias anteriores, separados
por dos matrices que hacen de nexo, y que var´ıan dependiendo de si el orden de la
secuencia es par o impar. De esta manera, el bloque central para una estructura
de Fibonacci de orden n quedar´ıa:







Las matrices necesarias para poder obtener M ′T (n) son:




Por u´ltimo, la matriz de transferencia total del sistema para una cadena de
orden n, se obtendra´ al an˜adir las matrices de los extremos:
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donde las matrices S2 y S1 dependera´n de las condiciones de contorno elegidas y
del orden par o impar de la secuencia. Se resumen a continuacio´n las diferentes
posibilidades para las matrices extremos:
C.C. S1 (par o impar) S2 (par) S2 (impar)
A——–A MAAB MABA MBAA
B——–B MBAB MABB MBAB
A——–B MAAB MABB MBAB
B——–A MBAB MABA MBAA
Perio´dicas MBAB(par), MAAB(impar) MABA MBAA
Se tiene, por tanto, una manera de calcular la matriz de transferencia del
sistema, sea cual sea el orden de la secuencia de Fibonacci, y para cualesquiera
condiciones de contorno, donde adema´s todas las matrices se multiplican en el
orden que ocupan dentro de la estructura unidimensional considerada.
El tratamiento presentado tiene adema´s la ventaja de que se puede aplicar a
otras secuencias de una forma similar a como se ha hecho aqu´ı para una estructura
de Fibonacci, sin ma´s que encontrar una relacio´n de recurrencia para el bloque
central. Por otra parte, se puede extender de forma natural al modelo que se
analiza en el apartado siguiente, y donde aparece ma´s de un a´tomo por bloque de
material, y a sistemas h´ıbridos, como se vera´ ma´s adelante.
2.1.4 Modelo que incluye ma´s de un a´tomo por cada ma-
terial
El modelo general presentado en 2.1.2 se aproxima a la representacio´n unidimen-
sional de un sistema real, bien se trate de un cuasicristal o bien de una het-
eroestructura cuasiregular. Este u´ltimo tipo de sistemas esta´ formado, como es
bien sabido, por bloques de diferentes materiales que siguen una distribucio´n da-
da. Normalmente cada bloque de material consta de ma´s de un a´tomo de espesor,
aunque con las te´cnicas de crecimiento epitaxial existentes, es posible lograr espe-
sores pra´cticamente ato´micos. Se puede dar un paso ma´s a la hora de aproximar
este tipo de sistemas mediante un modelo, similar al modelo general ya presentado,
pero en el que pudiera haber ma´s de un a´tomo por cada bloque de material. A
partir de ahora NA sera´ el nu´mero de a´tomos que componen el bloque de material
A, y NB sera´ el nu´mero de a´tomos del bloque de material B (figura 2.12).
Las matrices de transferencia individuales que se necesitan son las que se han
introducido anteriormente en el apartado 2.1.2 para el modelo general. Una de las
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Figura 2.12. Modelo general para vibraciones en una cadena con NA a´tomos por
bloque de material A y NB a´tomos por bloque de material B
cuestiones ma´s novedosas en lo que se refiere a las matrices que intervienen cuando
el nu´mero de a´tomos por capa es mayor que 1, es la siguiente: en las diferentes
agrupaciones de matrices que surgen al considerar NA > 1 y NB > 1 en cualquiera
de las secuencias que se estudian, aparecen las matrices MAAA y MBBB elevadas a
alguna potencia. Se pueden utilizar las propiedades de las matrices unimodulares
para expresar la potencia ene´sima de una de estas matrices como una matriz cuyos
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Tanto para vibraciones como para electrones, las matrices anteriores tendra´n













Las potencias sucesivas de estas matrices, independientemente de tratarse del caso
A o del caso B, sera´n:
M2 =
(






8x3 − 4x −(4x2 − 1)





16x4 − 12x2 + 1 −(8x3 − 4x)
8x3 − 4x −(4x2 − 1)
)
(2.52)
y as´ı sucesivamente. Pueden expresarse estas matrices utilizando los polinomios
de Chebyshev de segunda especie: u−1 = 0, u0 = 1, u1 = 2x, u2 = 4x2 − 1,
u3 = 8x














donde uN+1 = 2xuN(x) − uN−1(x). Se resuelve as´ı la cuestio´n de elevar tanto
MAAA como MBBB a una potencia dada, facilitando el ca´lculo de la matriz de
transferencia del sistema. La forma de obtener esta matriz va a depender de la
secuencia cuasiregular considerada. Se presentan a continuacio´n los ca´lculos para
tres de las secuencias de dos letras ma´s representativas: Fibonacci, Thue-Morse y
period-doubling.
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Estructura de Fibonacci
Las matrices individuales que intervienen en el caso de una secuencia de Fibonacci
y dependiendo del nu´mero de a´tomos del material A y del material B, son:
A´tomos A A´tomos B Situaciones Matrices que intervienen
1 1 4 MBAA,MAAB,MBAB,MABA
2 1 4 MBAA,MAAB,MAAA,MABA
1 2 5 MBAA,MAAB,MBAB,MABB,MBBA
≥ 2 2 5 MBAA,MAAB,MAAA,MABB,MBBA
≥ 2 > 2 6 MBAA,MAAB,MAAA,MABB,MBBA,MBBB
A continuacio´n se presenta la matriz de transferencia total para la secuencia de
Fibonacci y se va a hacer de dos maneras diferentes. En primer lugar, siguiendo
el proceso de renormalizacio´n explicado antes, y despue´s mediante una expresio´n
de recurrencia para el bloque central de la matriz de transferencia total, como
tambie´n se ha visto ya.
Para aplicar el proceso de renormalizacio´n se imponen condiciones de contorno
perio´dicas, y se obtienen las siguientes agrupaciones de matrices, para una estruc-
tura de Fibonacci con NA a´tomos por bloque de material A y NB a´tomos por







































de forma similar a como se hac´ıa en el caso de un solo a´tomo por capa de material.
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Se puede obtener la matriz de transferencia del sistema para algunos casos
particulares, intermedios entre el ma´s general, NA, NB > 1 y el ma´s sencillo NA =
NB = 1.
NA > 1, NB = 1:
En este caso el bloque A tendr´ıa ma´s de un a´tomo, mientras que el bloque







Esto surge de forma natural a partir de RA y RB definidos para el caso






NA = 1, NB > 1:
Este es el caso contrario al anterior, el bloque A tiene un solo a´tomo, mientras







Se obtienen tendiendo en cuenta que para NA = 1:
MAABM
2NA−2
AAA MBAA =MAABIMBAA =MAABMBAA (2.56)
NA = 1, NB = 1:
Por u´ltimo, se tiene la situacio´n ma´s sencilla como un caso particular del
modelo general, de modo que para NA = 1, NB = 1:
RA =MAABMBAAMABA
RB =MABAMBAB
Existe otra forma de obtener la matriz de transferencia total para el modelo
considerado, sin restringirse a las condiciones de contorno perio´dicas y adema´s sin
hacer permutaciones entre las matrices individuales que intervienen. Para ello, en
primer lugar se escribe la matriz de transferencia total para diferentes o´rdenes de la
secuencia de Fibonacci, tratando de buscar una expresio´n que nos permita escribir
la matriz de transferencia de un sistema de orden n en funcio´n de las matrices de
transferencia de o´rdenes menores. Ma´s en concreto, se busca una relacio´n para la
parte central de estas agrupaciones.
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M ′T2 = MABBMAAB
M ′T3 = MBAAMBBAM
NB−2
BBB MABBMAAB










·MNB−2BBB MABBMAABM2NA−2AAA MBAAMBBAMNB−2BBB MABBMAAB
. . .
La relacio´n que se obtiene para el bloque central es la misma que se obtuvo
para el caso NA = NB = 1:








M ′T2 = MABBMAAB











De esta manera, la matriz de transferencia del sistema para una cadena de orden
n, vendra´ dada al igual que en el caso de un solo a´tomo por bloque de material, por:
MT (n) = S2M
′
T (n)S1 (2.58)
donde las matrices S2 y S1 son las correspondientes a los extremos y dependera´n
de las condiciones de contorno elegidas y del orden par o impar de la secuencia de
Fibonacci. Se resumen a continuacio´n las diferentes posibilidades para las matrices
extremos:




























Se obtiene as´ı la matriz de transferencia total para una estructura de Fibonacci
cuyos bloques A y B poseen ma´s de un a´tomo. Se puede utilizar la expresio´n (2.58)
en situaciones con valores de NA y NB particulares, simplemente cambiando las
matrices que intervienen.
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NA > 1, NB = 1:









C.C. S1(par o impar) S2 (par) S2(impar)
A——–A MNA−1AAA MABA M
NA−1
AAA
B——–B MNA−2AAA MBAA MABB MAABM
NA−2
AAA
A——–B MNA−1AAA MABB MAABM
NA−2
AAA
B——–A MNA−2AAA MBAA MABA M
NA−1
AAA
Perio´dicas MNA−2AAA MBAA(par) , M
NA−1
AAA (impar) MABA M
NA−1
AAA
NA = 1, NB > 1:
Este es el caso opuesto al anterior, ahora la capa B siempre tiene ma´s de un






















Perio´dicas MBAB(par) , MAAB(impar) MBBAM
NB−2
BBB MBAA
NA = 1, NB = 1:
Este caso coincide con el que se analizo´ en la seccio´n anterior y las matrices
que intervienen son las que all´ı se presentaron:
M ′T2 = I
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C.C. S1 (par o impar) S2 (par) S2 (impar)
A——–A MAAB MABA MBAA
B——–B MBAB MABB MBAB
A——–B MAAB MABB MBAB
B——–A MBAB MABA MBAA
Perio´dicas MBAB(par), MAAB(impar) MABA MBAA
De esta forma, a partir de la expresiones (2.58) y (2.57) se obtiene la matriz
de transferencia del sistema para cualquier taman˜o de la secuencia de Fibonacci,
para cualesquiera condiciones de contorno y para cualquier nu´mero de a´tomos en









Ya se ha explicado que un te´rmino cualquiera de la secuencia de Fibonacci se
obtiene a partir de los dos te´rminos anteriores, y esto ha servido, con ligeras
modificaciones, para obtener la matriz de transferencia total de una estructura de
Fibonacci. La secuencia de Thue-Morse funciona de un modo algo diferente, y es
de esperar que la forma de obtener dicha matriz en este caso tambie´n cambie. En
el Ape´ndice A se dice que un te´rmino cualquiera de la secuencia de Thue-Morse
TMn se obtiene a partir del te´rmino anterior y de su complementario mediante la
expresio´n TMn = TMn−1TM∗n−1. El te´rmino complementario consiste en algo tan
simple como cambiar todas las letras A por B y viceversa. Este sera´, a grandes
rasgos, el procedimento a utilizar para obtener la matriz de transferencia total en
el caso de la secuencia de Thue-Morse.
El bloque central de la matriz de transferencia total del sistema de Thue-Morse
sera´:
M ′T1 = MABBMAAB
M ′T2 = MBAAMBBAM
2NB−2
BBB MABBMAAB









El bloque central para las secuencias complementarias se obtendra´ simplemente
cambiando A por B, y viceversa:
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M ′∗T1 = MBAAMBBA
M ′∗T2 = MABBMAABM
2NA−2
AAA MBAAMBBA









A partir de estas agrupaciones, se obtiene una regla para poder construir el
bloque central de un orden dado de la secuencia de Thue-Morse a partir del bloque
central de orden anterior y de su complementario:







Una expresio´n similar se puede deducir para obtener el bloque central de la matriz
de transferencia total complementaria, necesario para poder aplicar la relacio´n de
recurrencia obtenida:







Finalmente, a partir de la expresio´n (2.59) y an˜adiendo las matrices extremo, se
obtiene la matriz de transferencia total de un sistema de Thue-Morse:
MT (n) = S2M
′
T (n)S1 (2.61)
Se tienen, pues, las relaciones necesarias para poder construir de una forma sencilla
la matriz de transferencia total, a partir de una pocas matrices elementales. Estas
matrices para el caso ma´s general, con NA > 1 y NB > 1, son:
M ′T1 = MABBMAAB





















T1 a partir de (2.59) y utilizando
la matriz nexo Mnexon,par. Mediante el mismo proceso se construye M
′∗
T2 a partir de




T2 ya se puede
construir M ′T3 y M
′∗
T3, y as´ı hasta un orden dado.
Las matrices de los extremos S1 y S2, para las diferentes condiciones de con-
torno, y dependiendo del orden par o impar de la secuencia, sera´n:
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Se presentan ahora de forma esquema´tica, las diferentes situaciones particulares
que pueden darse en el caso de Thue-Morse.













C.C. S1(par o impar) S2 (impar) S2(par)
A——–A MNA−1AAA MABA M
NA−1
AAA
B——–B MNA−2AAA MBAA MABB MAABM
NA−2
AAA
A——–B MNA−1AAA MABB MAABM
NA−2
AAA
B——–A MNA−2AAA MBAA MABA M
NA−1
AAA
Perio´dicas MNA−2AAA MBAA(impar) , M
NA−1
AAA (par) MABA M
NA−1
AAA
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Perio´dicas MBAB(impar) , MAAB(par) MBBAM
NB−2
BBB MBAA
NA = 1, NB = 1:
Se tiene ahora el caso ma´s simple de un solo a´tomo por capa de material,
que no ha sido analizado anteriormente para la secuencia de Thue-Morse, y
que se presenta aqu´ı como un caso particular del modelo general:
M ′T1 = I





C.C. S1 (par o impar) S2 (impar) S2 (par)
A——–A MAAB MABA MBAA
B——–B MBAB MABB MBAB
A——–B MAAB MABB MBAB
B——–A MBAB MABA MBAA
Perio´dicas MBAB(impar), MAAB(par) MABA MBAA
Tambie´n para Thue-Morse, a partir de las expresiones (2.59), (2.60) y (2.61),
y definiendo unas pocas matrices, se obtiene la matriz de transferencia para un
sistema de cualquier taman˜o, bajo diferentes condiciones de contorno, y para
cualquier nu´mero de a´tomos en los bloques A y B.
Estructura period-doubling
Un te´rmino cualquiera de la secuencia period-doubling puede obtenerse a partir
de los dos te´rminos anteriores, tal y como se expone en el Ape´ndice A: PDn =
PDn−1PDn−2PDn−2. Esta relacio´n sera´ de mucha utilidad a la hora de obtener la
matriz de transferencia total de este sistema.
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El bloque central de la matriz de transferencia total para un sistema period-
doubling, sera´:
M ′T1 = MABBMAAB
M ′T2 = MBAAMBBAM
NB−2
BBB MABBMAAB

















·MNA−2AAA MBAAMBBAMNB−2BBB MABBMAABMNA−2AAA MBAAMBBAMNB−2BBB ·
·MABBMAABM3NA−2AAA MBAAMBBAMNB−2BBB MABBMAAB
. . .
Tambie´n aqu´ı existe una relacio´n que permite obtener el bloque central de la
matriz de transferencia total de cualquier orden, a partir de la matriz central de
o´rdenes anteriores:











En este caso, y a diferencia de los anteriores, se necesitan dos matrices nexo, por
la propia estructura de la secuencia period-doubling.
Una vez se tiene M ′T (n), la matriz de transferencia total del sistema se consigue
an˜adiendo las matrices de los extremos, como en los casos anteriores:
MT (n) = S2M
′
T (n)S1 (2.63)
Las matrices necesarias para la estructura period-doubling sera´n:
M ′T1 = MABBMAAB











Las matrices de los extremos, dependiendo de las condiciones de contorno del
sistema, sera´n:
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Se analizan ahora los diferentes casos que pueden presentarse.
NA > 1, NB = 1:
M ′T1 = MAAB







C.C. S1(par o impar) S2 (impar) S2(par)
A——–A MNA−1AAA MABA M
2NA−1
AAA
B——–B MNA−2AAA MBAA MABB MAABM
2NA−2
AAA
A——–B MNA−1AAA MABB MAABM
2NA−2
AAA
B——–A MNA−2AAA MBAA MABA M
2NA−1
AAA
Perio´dicas MNA−2AAA MBAA(impar) , M
NA−1
AAA (par) MABA M
2NA−1
AAA
NA = 1, NB > 1:
M ′T1 = MABB




















Perio´dicas MBAB(impar) , MAAB(par) MBBAM
NB−2
BBB MAAA
NA = 1, NB = 1:
Por u´ltimo, el caso ma´s simple con un solo a´tomo por capa de material, que
no ha sido analizado anteriormente para esta secuencia, y que se presenta
aqu´ı como un caso particular del modelo general:
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M ′T1 = I
M ′T2 = MBAAMABA
Mnexon,par = MAABMAAA
Mnexon,impar = MABAMBAB
C.C. S1 (par o impar) S2 (impar) S2 (par)
A——–A MAAB MABA MAAA
B——–B MBAB MABB MAAB
A——–B MAAB MABB MAAB
B——–A MBAB MABA MAAA
Perio´dicas MBAB(impar), MAAB(par) MABA MAAA
2.1.5 Matriz de transferencia para sistemas h´ıbridos
Se acaba de presentar un procedimiento para obtener la matriz de transferencia
total de un sistema cuasiregular, diferente a los procesos de renormalizacio´n que
han sido utilizados normalmente. Esto permite utilizar diferentes condiciones de
contorno, adema´s de poder incluir varios a´tomos por cada bloque de material.
El mismo me´todo, pero con expresiones diferentes, ha sido aplicable tambie´n a
secuencias diferentes a la ya cla´sica de Fibonacci.
Otra ventaja an˜adida de este procedimiento, es que, por su propia filosof´ıa,
su aplicacio´n a los sistemas h´ıbridos que se analizara´n en el presente trabajo es
bien sencilla. Como ejemplo se considera el caso de una estructura unidimen-
sional formada por un bloque perio´dico, entre dos bloques de Fibonacci de orden
cualquiera(figura 2.13).
PERIODICOFIBONACCI FIBONACCI
Figura 2.13. Estructura hibrida unidimensional Fibonacci-Perio´dica-Fibonacci
Para obtener la matriz de transferencia total de este sistema, se calcula la ma-
triz central para la primera secuencia de Fibonacci, M ′F1, la del bloque perio´dico,
M ′P , y la del segundo bloque de Fibonacci,M
′
F2. Adema´s se necesitan dos matrices
nexo para unir las tres secuencias entre s´ı, y dos matrices para los extremos de la
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estructura. De esta manera, la matriz de transferencia del sistema vendra´ dada por:











donde las matrices S1 y S2 dependen de las condiciones de contorno y del tipo de
a´tomo por el que empieza y termina la estructura global, y ser´ıan similares a las
ya presentadas anteriormente, y las matrices Mnexo2 y M
nexo
1 depender´ıan del tipo
de a´tomo por el que empieza y acaba cada secuencia.
Para otro tipo de estructura h´ıbrida, la expresio´n anterior (2.64) ser´ıa diferente,
pero el procedimiento para obtenerla ser´ıa el mismo.
2.2 Me´todo de empalme de funciones de Green
de superficie
2.2.1 Introduccio´n
Muchos de los problemas de intere´s en la f´ısica del estado so´lido esta´n relacionados
con la existencia de superficies e intercaras. Tal es el caso de los sistemas que
aqu´ı se consideran. El me´todo de empalme de funciones de Green de superficie
(SGFM) es un me´todo general, que no depende del problema f´ısico bajo estudio,
y que permite construir la funcio´n de Green de un sistema a partir de las funciones
de Green de los medios que lo constituyen, empalma´ndolas en la intercara entre
dichos medios [54–56].
En principio este me´todo es aplicable a cualquier tipo de problema de empalme,
independientemente de la forma de la intercara. Adema´s sirve para resolver prob-
lemas de empalme tanto en medios continuos, descritos en te´rminos de ecuaciones
diferenciales, como en medios discretos, descritos en te´rminos de incrementos fini-
tos. Entre otros problemas, se ha aplicado al estudio de ondas ela´sticas, transver-
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sales y sagitales, en diferentes tipos de sistemas cuasiregulares [193–199], fonones
en estructuras superperio´dicas [200], vibraciones de red en metales de transicio´n
con estructura FCC [201], y tambie´n al estudio de electrones en diferentes het-
eroestructuras y superredes de Fibonacci y otras secuencias [202–208].
Descripcio´n general
Se considera un problema f´ısico descrito por la ecuacio´n de autovalores:
(E −H)ψ = 0 (2.65)
y ciertas condiciones de contorno. Aqu´ı, H es el hamiltoniano del problema, E
es un autovalor y ψ es su autofuncio´n correspondiente. Se define la ecuacio´n de
Green del problema por:
(E −H)G = I (2.66)
verificando las mismas condiciones de contorno, y donde I es el operador identidad
y G la funcio´n de Green asociada al problema. En una representacio´n espacial, se
puede escribir la expresio´n anterior como:
(E −H(r))G(r, r′) = Iδ(r− r′) (2.67)
y la representacio´n espectral de la funcio´n de Green sera´:







E − Ej (2.68)
Como H es un operador hermı´tico, sus autovalores son reales y, por tanto, G(E)
es anal´ıtica si ImE 6= 0. Los autovalores discretos de H son polos simples de G(E)
y el espectro continuo σc del hamiltoniano se halla en un corte de G(E).
En este me´todo juega un papel primordial la proyeccio´n GS en la superficie de
empalme, de modo que basta el conocimiento de esta proyeccio´n superficial para
obtener la GS completa del sistema en estudio. Por tanto, el objetivo central del
ana´lisis de empalme es obtener la fo´rmula para GS.
Se suponen conocidas las funciones de Green de dos medios 1 y 2, G1 y G2
respectivamente. Interesa construir la funcio´n de Green del sistema formado por
los dos medios unidos en la intercara S situada en z = 0.
Si se produce una excitacio´n elemental en el punto z ′µ ∈ µ, se propagara´ a
zµ ∈ µ mediante Gµ(z, z′). Al ser el sistema compuesto, la amplitud en zµ incluira´
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Figura 2.14. Sistema formado por dos medios separados por una intercara plana
el efecto de la reflexio´n en la intercara S, de modo que la funcio´n de Green del
sistema compuesto sera´:
GS(z, z
′) = Gµ(z, z
′) +Gµ(z, 0)RGµ(0, z′) (2.69)
si z, z′ ∈ µ. La amplitud en un punto situado en el medio η vendra´ dada por:
GS(z, z
′) = Gη(z, 0)T Gµ(0, z′) (2.70)
si z′ ∈ µ y z ∈ η. Aqu´ı R y T son objetos definidos en la intercara y representan el
efecto de esa intercara. Si se evalu´an estas expresiones en la intercara de empalme:
GS = Gµ + GµRGµ (2.71)
GS = GηT Gµ (2.72)
A partir de aqu´ı se puede obtener R y T :
R = G−1µ (GS − Gµ)G−1µ (2.73)
T = G−1η GSG−1µ (2.74)




′) = Gµ(z, z
′) +Gµ(z, 0)G−1µ (GS − Gµ)G−1µ Gµ(0, z′) (2.75)
si z, z′ ∈ µ.
GS(z, z
′) = Gη(z, 0)G−1η GSG−1µ Gµ(0, z′) (2.76)
si z′ ∈ µ y z ∈ η
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Formulacio´n para sistemas discretos
Dentro del me´todo SGFM la extensio´n de una a dos intercaras se obtiene definiendo
la biproyeccio´n simulta´nea en el dominio de ambas. Existe una extensio´n de este
formalismo para estructuras con N intercaras en sistemas continuos [209] y en
sistemas discretos [210]. Por ser este u´ltimo el caso que interesa aqu´ı, se presenta
su desarrollo dentro de un a´lgebra compacta en te´rminos de supermatrices 2N×2N
que resultan de la biproyeccio´n simulta´nea en todas las intercaras.
...... ... ... ... ... ...
L R2 Nj
GjGL GR
rL l2 rjlj rN lR
Figura 2.15. Esquema general de una heteroestructura con N intercaras y N medios
Se considera el sistema representado en la Figura 2.15. Cada medio consti-
tuyente tiene su funcio´n de Green de volumen Gj y se trata de empalmar de
forma compacta todas estas funciones de Green en las N intercaras para obtener
la funcio´n de Green del sistema completo GS en te´rminos de las diferentes Gj.
El proyector del dominio de intercara que separa dos medios (j − 1) y (j) se
denota por ij, y consta de rj−1 (extremo derecho del medio j − 1) y lj (extremo
izquierdo del medio j).
Por otra parte, el contorno del medio j consta de lj y rj y su proyector se
denota por Ij.
Como se muestra en la figura 2.15, a la izquierda se tiene el medio L cuya
funcio´n de Green de volumen es GL y a la derecha el medio R con GR, de manera
que se tienen N intercaras y N + 1 medios diferentes. Tomando como medio 1
tanto a L como a R tendremos N intercaras y N medios. Este es un caso muy
comu´n en sistemas reales, tales como los pozos cua´nticos.
Por otra parte, νj+1 sera´ el nu´mero de capas principales dentro de cada mate-
rial. Una capa principal se define como la que interactu´a u´nicamente con sus capas
principales vecinas ma´s pro´ximas, y responde de todas las interacciones del cristal.
Una capa principal cualquiera puede contener una o ma´s capas ato´micas depen-
diendo del rango de interaccio´n del modelo f´ısico utilizado. Si la capa principal
contiene, por ejemplo, dos capas ato´micas, el taman˜o de la matriz que representa
la proyeccio´n de la capa principal se dobla.
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Se definen ahora los proyectores:
Ij = lj + rj (j = 2, 3...N) (2.77)
y
I1 = rL + lR (2.78)
La proyeccio´n de Gj quedara´:
G˜j = IjGjIj (2.79)














En general, se tienen cuatro bloques, donde cada elemento puede ser una ma-
triz, de modo que G˜j es una supermatriz 2 × 2. De esta manera, G˜S, que es el
objetivo final de este ana´lisis, sera´ formalmente una matriz 2N × 2N .
En forma de supervector fila 2N se tiene:
〈nL|G1|I1〉 = [〈nL|GL|rL〉, 0, . . . , 0] (2.82)
〈n2|G2|I2〉 = [0, 〈n2|G2|l2〉, 〈n2|G2|r2〉, 0, . . . , 0] (2.83)
〈nj|Gj|Ij〉 = [0, . . . , 0, 〈nj|Gj|lj〉, 〈nj|Gj|rj〉, 0, . . . , 0] (2.84)
〈nR|G1|I1〉 = [0, . . . , 0, 〈nR|GR|lR〉] (2.85)
A partir de aqu´ı se pueden expresar de forma general los elementos de GS por:
〈nj|GS|n′j〉 = 〈nj|Gj|n′j〉+ 〈nj|Gj|Ij〉〈Ij|R(j)|Ij〉〈Ij|Gj|n′j〉 (2.86)
〈nj|GS|n′k〉 = 〈nj|Gj|Ij〉〈Ij|T (j, k)|Ik〉〈Ik|Gk|n′k〉 (2.87)
Las matrices de reflexio´n R(j) y de transmisio´n T (j, k) son matrices de trans-
ferencia en el sentido de la teor´ıa de dispersio´n.
Proyectando (2.86) se obtiene:
〈Ij|G˜S|Ij〉 = 〈Ij|G˜j|Ij〉+ 〈Ij|G˜j|Ij〉〈Ij|R(j)|Ij〉〈Ij|G˜j|Ij〉 (2.88)
Tomando esta expresio´n como una igualdad entre supermatrices 2× 2 y operando
se obtiene:
R(j) = G˜−1j · (G˜S − G˜j) · G˜−1j (2.89)
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A partir de estas dos u´ltimas expresiones se llega a:
〈nj|GS|n′j〉 = 〈nj|Gj|n′j〉+ 〈nj|Gj|Ij〉G˜−1j · (G˜S − G˜j) · G˜−1j 〈Ij|Gj|n′j〉 (2.90)
Procediendo de forma similar con (2.87) se obtiene, en primer lugar, su proyec-
cio´n:
〈Ij|G˜S|Ik〉 = 〈Ij|G˜j|Ij〉〈Ij|T (j, k)|Ik〉〈Ik|G˜k|Ik〉 (2.91)
y a partir de e´sta, la matriz T (j, k):
T (j, k) = 〈Ij|G˜−1j |Ij〉〈Ij|G˜S|Ik〉〈Ik|G˜−1k |Ik〉 (2.92)
de manera que:
〈nj|GS|n′k〉 = 〈nj|Gj|Ij〉G˜−1j 〈Ij|G˜S|Ik〉G˜−1k 〈Ik|Gk|n′k〉 (2.93)
Las expresiones (2.90) y (2.93) constituyen la extensio´n formal a N intercaras
del me´todo SGFM, esquematizado antes para una sola intercara. Si se puede
calcular G˜S, entonces con ambas expresiones se obtendra´n todos los elementos
〈n|GS|n′〉 para n y n′ cualesquiera.
Ahora cada G es un resolvente de una matriz que formalmente se denota como
la matriz Hamiltoniano. Esto permite un tratamiento unificado de diferentes prob-
lemas f´ısicos, aunque habra´ que ir con cuidado al aplicarlo a diversas situaciones,
en particular a fonones. Entonces GS es la inversa de (Ω−HS) del sistema entero
bajo estudio, siendo Ω la matriz de autovalores (EI o ω2I).
En funcio´n de los proyectores Pj de los diferentes medios constituyentes del
sistema empalmado, se tiene:
G˜−1s = ΩI − IHsP1 · P1G1I1 · G˜−11 −
N∑
j=2
IHsPj · PjGjIj · G˜−1j (2.94)
que es una generalizacio´n de la fo´rmula de empalme para el caso de dos intercaras
no equivalentes [54]. De esta manera se tienen contribuciones, no de los planos in-
tercara geome´tricos, sino de las diferentes capas ato´micas que forman las diferentes
intercaras. La expresio´n anterior puede adaptarse para realizar ca´lculos utilizando
algoritmos de la matriz de transferencia. As´ı (2.94) se reduce a:











































Aqu´ı υj + 1 es el nu´mero de capas en el bloque j para j > 1.
A la hora de obtener la densidad de estados proyectada en las diferentes capas
del sistema se puede utilizar:





































Para los medios L y R:
Gs(nL, nL) = GL +
[
TnL−1L 0






Gs(nR, nR) = GR +
[
0 TnR−1R












GL = GL(nL, nL)
GR = GR(nR, nR)
Vibraciones en un cristal FCC
Se consideran ahora las vibraciones en un cristal con estructura FCC, en un modelo
con interacciones centrales a primeros vecinos [201, 211]. Este es un paso previo
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al estudio de las vibraciones en una estructura multicapa tridimensional que sigue
una secuencia cuasiregular.
Se parte de un a´tomo, que designaremos por 0, rodeado de sus doce primeros
vecinos (Figura 2.16). Las posiciones de esos a´tomos vienen dadas por:
|1〉 = a0√
2
(1, 1, 0) |2〉 = a0√
2





(1¯, 1, 0) |5〉 = a0√
2





(1¯, 0, 1) |8〉 = a0√
2





(0, 1¯, 1¯) |11〉 = a0√
2



















Figura 2.16. Esquema de una red FCC que sigue la nomenclatura utilizada en el
presente trabajo. Se ha dibujado a un taman˜o mayor el a´tomo 0 y sus doce
primeros vecinos






[(ui − uj) · rij]2 (2.99)
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ij = 2αδpq = D
pq
ii (2.102)
donde i, j se refieren a los distintos a´tomos, y p, q a las coordenadas x, y, z.


































































































Se eligen como vectores de traslacio´n primitivos aquellos que unen el a´tomo 0
con los a´tomos 5,1 y 9. En te´rminos de los vectores primitivos ~e1, ~e2, ~e3, el vector















(ul+1,m+1,n + ul+1,m−1,n + ul−1,m+1,n + ul−1,m−1,n+








(wl+1,m,n+1 + wl−1,m,n−1 − wl+1,m,n−1 − wl−1,m,n−1)
(2.108)
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−Mv¨l,m,n = α
4




(vl+1,m+1,n + vl−1,m+1,n + vl+1,m−1,n + vl−1,m−1,n +
















(wl+1,m,n+1 + wl+1,m,n−1 + wl−1,m,n−1 + wl−1,m,n−1
+ wl,m+1,n+1 + wl,m+1,n−1 + wl,m−1,n+1 + wl,m−1,n−1 − 8wl,m,n) +
(2.110)
A la hora de trabajar con la estructura a capas que se desea definir, sera´
interesante agrupar de otra manera las ecuaciones de movimiento que se acaban




(ul+1,m+1,n + ul+1,m−1,n + ul−1,m+1,n + ul−1,m−1,n−
− 8ul,m,n) + α
4
















(vl+1,m+1,n + vl−1,m+1,n + vl+1,m−1,n + vl−1,m−1,n − 8vl,m,n) +
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(ul+1,m,n+1 − ul−1,m,n+1 + vl,m+1,n+1−




(ul−1,m,n−1 − ul+1,m,n−1 + vl,m−1,n−1 − vl,m+1,n−1 +
+ wl+1,m,n−1 + wl−1,m,n−1 + wl,m+1,n−1 + wl,m−1,n−1)
(2.113)
A partir de estas expresiones, sera´ fa´cil escribir las ecuaciones de movimiento,




























































































)vl,m,n+1 + 2 cos(kx
a0
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2 )− 2] +Mω2 −α sin(kx a02 ) sin(ky a02 ) 0



















































Expresa´ndolo en te´rmino de funciones de Green, se tiene:
A ·Gn−1,n +W ·Gn,n +B ·Gn+1,n = I (2.121)
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2.2.2 Vibraciones en una multicapa con estructura FCC
Se plantea ahora el siguiente problema: se supone una multicapa en tres dimen-
siones, crecida a lo largo del eje z, con una estructura FCC. Es decir, se tiene un
bloque de un material A con estructura FCC, cuyo espesor en la direccio´n z ven-
dra´ dado por el nu´mero de capas ato´micas en esa direccio´n NA, e ilimitado en las
direcciones x e y, sobre la que se crece un bloque de un material B, con la misma
estructura y un espesor dado por NB, y as´ı sucesivamente de forma perio´dica o
bien de acuerdo con alguna secuencia cuasiregular.
El tratamiento matema´tico para este problema consistira´ en extender el desar-
rollo anterior. Para ello se parte de la expresio´n (2.95):




cuyos elementos vendra´n dados ahora por el ana´lisis que se acaba de hacer para
un cristal con estructura FCC.





W˜1 −Hint 0 0 . . . 0 0
−Hint W˜2 0 0 . . . 0 0
0 0 W˜2 −Hint . . . 0 0
0 0 −Hint W˜3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . W˜N −Hint




Si so´lo intervienen dos medios, las u´nicas interacciones que se van a ver afec-
tadas en las intercaras sera´n las de los a´tomos de la capa n con los de la capa n+1.
Si estos dos medios poseen constantes de fuerza en volumen α y α′, en la intercara








2 )− 32 ]− β2 −α sin(kx a02 ) sin(ky a02 ) 0
−α sin(kx a02 ) sin(ky a02 ) α[cos(kx a02 ) cos(ky a02 )− 32 ]− β2 0
























































































De esta manera el problema queda en funcio´n de los para´metros de los diferentes
materiales que intervienen, tales como sus masas y sus constantes de fuerza, y de
la ordenacio´n cuasiregular o perio´dica que siga la multicapa.
Los autovalores se obtendra´n de los picos de la parte imaginaria de la traza de
la proyeccio´n de intercara de la funcio´n de Green del sistema empalmado, G˜s. Se
an˜ade una pequen˜a parte imaginaria a la funcio´n real, que var´ıa en pasos de 0.001×
1014Hz. La localizacio´n espacial se obtiene calculando la densidad de estados local
(LDOS) en las diferentes capas de la estructura, que se obtiene directamente de la
funcio´n de Green del sistema completo Gs.
2.3 Ca´lculo de autovectores en matrices tridiag-
onales
En el estudio de los fonones en sistemas cuasiperio´dicos, descritos mediante mod-
elos de cadena lineal, se tiene que al diagonalizar las matrices, debido a la gran
degeneracio´n de los autovalores, las subrutinas de diagonalizacio´n ma´s habituales
generan autovectores cuyas caracter´ısticas no son las correctas desde un punto de
vista f´ısico.
Se utilizara´ por tanto otro me´todo, que se desarrollo´ hace an˜os para el estudio de
sistemas desordenados [212–214]. En este caso, el problema de la matriz dina´mica
ser´ıa:
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D1,1 D1,2 0 0 . . . 0 0 0
D2,1 D2,2 D2,3 0 . . . 0 0 0








0 0 0 0 . . . DN−1,N−2 DN−1,N−1 DN−1,N





D · u = ω2I · u (2.128)
donde




m2, . . . , vN
√
mN) (2.129)






















Para calcular los autovectores se puede utilizar el esquema anterior [215]. Se











DN,N − Ω2 (2.136)





Di,i − Ω2 −Di,i−14(−)i−1Di−1,i
(2.137)
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Di,i − Ω2 −Di,i+14(+)i+1Di+1,i
(2.138)
Se toma ahora un valor arbitrario para un ul, por ejemplo ul = 1, y se calcula
el resto de las componentes de u mediante las relaciones:
ul−1 = −∆(−)l−1Dl−1,l (2.139)
ul+1 = −∆(+)l+1Dl+1,l (2.140)
para i = 2, 3 . . . l − 1:
ul−i = −∆(−)l−iDl−i,l+1−iul+1−i (2.141)
para i = 2, 3 . . . N − l:
ul+i = −∆(+)l+iDl+i,l−1+iul−1+i (2.142)
Se verifica entonces la precisio´n del autovector calculado, evaluando:
δl = Dl,l−1ul−1 +Dl,l − Ω2 +Dl,l+1ul+1 (2.143)
Si δl ≤ δ0 (δ0 ¿ 1) se aceptan los valores calculados de l como el l-e´simo autovector
u de D. Si δl > δ0 se busca en forma nume´rica el nu´mero imax que corresponde
a la componente ma´xima de u (|uimax|) y se calcula el autovector en l = imax. Si
este procedimiento para un valor elegido de l no da un δl infinitamente pequen˜o,
se recalcula el autovector para otro valor de l.
Los autovectores normalizados se determinan mediante el proceso de normal-
izacio´n habitual.
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Los sistemas cuasiregulares poseen algunas propiedades caracter´ısticas que les
diferencian de otros tipos de estructuras y que les ha valido, en los u´ltimos an˜os,
el intere´s de cient´ıficos de distintas a´reas de la f´ısica, las matema´ticas y la cien-
cia de materiales. Estas propiedades se explican detalladamente en algunas de
las revisiones que, desde diversos puntos de vista, se han publicado hasta la
fecha [53, 65, 83, 92]. Principalmente se ha estudiado el comportamiento de elec-
trones en este tipo de sistemas, y en bastante menor medida, el de vibraciones
(Ape´ndice B).
La mayor´ıa de los trabajos sobre vibraciones tratan sobre modelos de cadena
lineal con secuencias de Fibonacci [47, 48, 70, 80, 216], o en menor medida, de
Thue-Morse [59,217] y period-doubling [191]. Tambie´n hay algunos estudios sobre
la propagacio´n de ondas ela´sticas y fonones o´pticos en sistemas de Fibonacci [77,
194–196,218–220], Thue-Morse [77,196,221] y period-doubling [77].
Se pretende aqu´ı profundizar, precisamente, en el comportamiento de vibra-
ciones en diversos tipos de sistemas cuasiregulares, considerando modelos de ca-
dena lineal.
A continuacio´n, en un primer apartado de introduccio´n, se presentan los re-
sultados ma´s importantes que se han obtenido hasta la fecha para vibraciones en
cadenas unidimensionales cuasiregulares [53]. No se pretende desarrollar todas
estas propiedades, sino simplemente presentar de forma resumida las ma´s impor-
tantes en relacio´n con el presente trabajo. Este sera´ el punto de partida para lo
que resta de cap´ıtulo, y desde el que se seguira´n dos direcciones principales, de
acuerdo con los objetivos marcados en este estudio.
Por una parte, se aplicara´ el modelo general para ma´s de un a´tomo por bloque
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de material, que se desarrollo´ matema´ticamente en el Cap´ıtulo 2. Se busca de esta
manera, que la representacio´n unidimensional de una heteroestructura cuasiregu-
lar, sea lo ma´s real posible.
Por otra parte, se pretende extender el estudio a diversos tipos de cadenas
cuasiregulares: Fibonacci, Thue-Morse y period-doubling.
3.1 Introduccio´n
Una de las propiedades ma´s interesantes de los sistemas cuasiregulares esta´ rela-
cionada con el espectro que presentan. El espectro de energ´ıas o de vibraciones
muestra una infinidad de gaps, y la anchura de banda total de los estados permiti-
dos desaparece en el infinito. Desde un punto de vista matema´tico, se dice que el
espectro para estos sistemas es continuo singular puro, soportado por un conjunto
de Cantor con medida de Lebesgue cero. Esto se ha probado de forma rigurosa
para sistemas de Fibonacci, Thue-Morse y period-doubling [31]. Esta puede pare-
cer una propiedad general de todos los sistemas cuasiregulares, sin embargo, la
secuencia de Rudin-Shapiro parece ser una excepcio´n [30].
Espectro
El espectro de vibraciones para un sistema de Fibonacci, por ejemplo, muestra
diferentes bandas principales, que se dividen en tres subbandas cada una, y estas
a su vez en otras tres, siguiendo lo que se conoce como esquema de trifurcacio´n
[45,48].
Figura 3.1. Espectro de frecuencias en una cadena de Fibonacci de orden 10, F10 = 89,
considerando el modelo general. El valor de los para´metros se indica en la gra´fica.




En la figura 3.1 se muestra el espectro de frecuencias para una cadena de
Fibonacci de orden 10, F10 = 89. Se observan cinco bandas principales, que se
dividen a su vez en tres, siguiendo el patro´n propuesto. El nu´mero de estados en






Los ca´lculos se han realizado mediante diagonalizacio´n directa y considerando
el modelo general [80], explicado en el cap´ıtulo anterior, en el que las masas siguen
la secuencia de Fibonacci y las constantes son las que corresponden segu´n los
a´tomos. Los valores de los para´metros son en este caso: MA = 1.0, MB = 2.0,
KA = 2.0, KB = 1.8 y KI = 1.9.
Se han tomado valores arbitrarios para los para´metros, y se trabajara´ con
frecuencias reducidas. As´ı se hara´ en lo que sigue con excepcio´n del caso Al/Ag,
donde se tomara´n valores reales para los para´metros y la frecuencia se expresara´
en Hz.
Se observan diferencias en el espectro para vibraciones a bajas y altas frecuen-
cias. El espectro a bajas frecuencias es muy similar al de los sistemas perio´dicos,
debido a que estas frecuencias son poco sensibles a la estructura (acoustic Gold-
stone modes [48]). A altas frecuencias las diferencias son ma´s acusadas, dada la
mayor fragmentacio´n del espectro. En la figura 3.1 puede verse co´mo para ba-
jas frecuencias las subbandas son grandes y esta´n separadas por pequen˜os gaps,
mientras que a altas frecuencias las subbandas son ma´s pequen˜as y los gaps au-
mentan su taman˜o. Esta es una caracter´ıstica general, que apenas sufrira´ pequen˜as
variaciones con el valor de los para´metros.
Existen ciertos rasgos del espectro que se mantienen independientemente del
modelo que se utilice, como puede ser su cara´cter fragmentado. Sin embargo, la
estructura general del espectro dependera´ del modelo considerado. Por ejemplo,
para electrones en una cadena de Fibonacci, dentro de un modelo off-diagonal
se observa la presencia de tres bandas principales, mientras que para un modelo
diagonal o general existen cuatro bandas principales [49, 53, 222]. Algo similar
ocurre en el caso de vibraciones.
Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n
A partir del formalismo de la matriz de transferencia, se obtienen dos para´metros
que complementan la informacio´n que proporciona el espectro de frecuencias. Se
trata de los coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n, que sera´n ampliamente
utilizados en lo que sigue.
Especialmente interesante resulta el coeficiente de Lyapunov, pues es quiza´, el
para´metro que muestra ma´s gra´ficamente la trifurcacio´n del espectro [223]. En
este caso, los gaps se caracterizan por los ma´ximos de dicho coeficiente, mientras
que las bandas permitidas coinciden con sus mı´nimos.
En la figura 3.2 se representa tanto el coeficiente de Lyapunov como el de
transmisio´n, para el mismo sistema que se presento´ anteriormente a modo de
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Figura 3.2. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n, calculados a partir de
la matriz de transferencia, para una secuencia de Fibonacci de orden 14, F14. El
coeficiente de Lyapunov muestra claramente la estructura trifurcada del espectro.
ejemplo. En este caso se ha considerado una secuencia de Fibonacci de orden
14, para poder apreciar con ma´s detalle la estructura secundaria del espectro. El
resto de para´metros no var´ıa.
A partir del coeficiente de Lyapunov se observa, como rasgo general, que para
altas frecuencias las vibraciones esta´n ma´s localizadas que para frecuencias bajas.
El coeficiente de transmisio´n apoya esta conclusio´n, pues alcanza valores cercanos
a la unidad en las bandas permitidas inferiores, mientras que para frecuencias ma´s
altas su valor disminuye considerablemente, llegando a hacerse casi despreciable.
Las figuras 3.1 y 3.2 muestran algunas de las caracter´ısticas propias del espectro
para vibraciones en una cadena de Fibonacci. Aunque el espectro dependera´ de
los valores de los para´metros, el esquema general que se ha presentado, apenas
var´ıa con ellos. Esta es una cuestio´n sobre la que se profundizara´ en el presente
cap´ıtulo.
Explicacio´n del espectro
A la hora de explicar el espectro para vibraciones en una cadena de Fibonacci,
hay que tener en cuenta la presencia de cinco bandas principales, que se han
nombrado en la figura 3.2 por las letras (a) − (e). Aunque las bandas (a) y (b)
esta´n separadas por un gap muy estrecho, y puedan parecer una sola, en realidad
son dos bien diferenciadas [53,189].
La cadena de Fibonacci se descompone en bloques BAB y BAAB, siguiendo
el principio de mı´nima entrop´ıa de informacio´n [61], de manera que los modos


































































Figura 3.3. Dentro de la representacio´n sencilla que se esta´ considerando y en el modelo
general presentado anteriormente, las cinco bandas principales del espectro de una
cadena de Fibonacci pueden asociarse a los modos normales de vibracio´n de los
tr´ımeros BAB y tetra´meros BAAB en los que puede descomponerse la cadena [224]
Las cinco bandas principales que muestra el espectro para un sistema de Fi-
bonacci, se asocian con los cinco modos anteriores, dando una explicacio´n sencilla
de la formacio´n de la estructura primaria en estos sistemas. El resto de la estruc-
tura del espectro, es decir, la formacio´n de subbandas que siguen un esquema de
trifurcacio´n, se explicar´ıa por acoplamiento de los modos normales por efecto res-
onante, de modo similar a como ocurre para electrones [49, 61,225,226]. Tambie´n
sobre este aspecto se profundizara´ en el presente cap´ıtulo.
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Desplazamientos ato´micos
Para completar la introduccio´n sobre vibraciones en una cadena de Fibonacci,
se muestra el comportamiento de los desplazamientos ato´micos a lo largo de la
estructura. En el cap´ıtulo 2 ya se comento´ co´mo calcularlos.
En general, la distribucio´n de amplitudes de un estado extendido muestra un
patro´n perio´dico, mientras que para un estado localizado dicha distribucio´n decae
exponencialmente. Por otro lado, se dice que una funcio´n de onda presenta un
comportamiento cr´ıtico [50, 62, 79–82] si muestra fuertes fluctuaciones espaciales
con caracter´ısticas autosimilares. Este u´ltimo parece ser el tipo de comportamiento
que predomina en los sistemas cuasiregulares [62,80].
En la figura 3.4 se han representado los desplazamientos ato´micos para algunas
frecuencias representativas del espectro del sistema anterior.
Figura 3.4. Desplazamientos ato´micos para algunas frecuencias representativas del
sistema anterior
Puede apreciarse el cara´cter ma´s extendido de las frecuencias ma´s bajas, que
adema´s poseen un coeficiente de transmisio´n mayor. Las frecuencias ma´s altas
del espectro, cuyo coeficiente de transmisio´n es pra´cticamente nulo, presentan un
cara´cter mucho ma´s localizado. En todo caso, se muestra un patro´n de vibraciones
bastante irregular propio del tipo de sistema que se esta´ considerando.
Conductividad te´rmica
La conductividad te´rmica y algunos aspectos relacionados ha sido tratada en di-
versos trabajos, desde diferentes puntos de vista [155,224,227–230]. Una cuestio´n
interesante es la posible influencia del espectro de los sistemas cuasiregulares en
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su conductividad te´rmica. A partir del estudio del coeficiente te´rmico en una ca-
dena de Fibonacci [224], se obtienen dos conclusiones importantes. Por un lado,
que la naturaleza fragmentada del espectro se refleja, en cierto modo, en su co-
eficiente, debido a su comportamiento escalonado. Por otra parte, los resultados
son similares a los que se obtienen en el estudio del transporte te´rmico en redes
perio´dicas [231], es decir, la contribucio´n a la conductividad te´rmica de los modos
muy bajos y muy altos es muy pequen˜a comparada con la contribucio´n de los
modos de vibracio´n intermedios.
3.2 Vibraciones en una cadena de Fibonacci
Se acaban de presentar algunas de las propiedades ma´s relevantes que se han
obtenido hasta la fecha para vibraciones en sistemas cuasiregulares unidimension-
ales. Se pretende ahora incidir en algunas de las cuestiones planteadas anterior-
mente, empezando por el caso de una cadena de Fibonacci (figura 3.5).
AAAAAAAAA AAA AB B B B B B BB
Figura 3.5. Representacio´n de una cadena de Fibonacci que sigue el modelo general
En primer lugar se estudiara´ el espectro en funcio´n de los para´metros del sis-
tema, tratando, por una parte, de revisar sus propiedades ma´s interesantes, y por
otra de caracterizar su comportamiento en funcio´n de los valores de KA/KI y
MA/MB. Se pretende tambie´n profundizar en el origen del espectro, que parece
estar asociado a los modos normales de vibracio´n de ciertos bloques caracter´ısticos,
que para el caso de Fibonacci ser´ıan BAB y BAAB [53, 224], y al acoplamiento
de estos modos que generan la trifurcacio´n del espectro ya comentada. Ser´ıa in-
teresante tambie´n estudiar el efecto que tiene sobre el comportamiento de estos
sistemas el hecho de que puedan variar las condiciones de contorno del sistema, y
tambie´n el que pueda haber ma´s de un a´tomo por cada bloque de material. Ya
se presento´ en el cap´ıtulo anterior el desarrollo matema´tico, dentro del formalismo
de la matriz de transferencia, para tratar ambos aspectos. Y siguiendo con la idea
de que el modelo presentado se asemeje en lo posible a una multicapa meta´lica, se
considerara´n aqu´ı los valores para un sistema formado por Al y Ag.
3.2.1 Espectro en funcio´n de los para´metros
En las figuras 3.1 y 3.2 se ha presentado la estructura del espectro para vibraciones
en una cadena de Fibonacci, donde destacan principalmente la presencia de cin-
co bandas principales separadas por cuatro bandas prohibidas y donde se aprecia
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tambie´n la trifurcacio´n de esas bandas principales en subbandas. Se puede obser-
var tambie´n co´mo las frecuencias ma´s bajas esta´n menos localizadas y poseen un
coeficiente de transmisio´n mayor que las frecuencias ma´s altas. Este es el esquema
t´ıpico para este sistema considerando el modelo general [53,224], pero dependien-
do del valor de los para´metros puede haber ligeras variaciones. Por ejemplo, es
fa´cil intuir que al aumentar la diferencia entre el valor de las masas aumentara´ el
taman˜o de los gaps, y el coeficiente de Lyapunov sera´ mayor en estos, disminuyen-
do el taman˜o de las bandas permitidas. En el caso opuesto, cuando la diferencia
entre el valor de las masas es pequen˜a, se aprecia que los gaps reducen mucho su
taman˜o, y existe un mayor nu´mero de estados con un alto valor del coeficiente de
transmisio´n. Otro aspecto a destacar es que habra´ que llevar cuidado al aumentar
la diferencia entre los valores de las constantes de fuerza, pues en este caso su
distribucio´n tendra´ un peso importante sobre el espectro que se obtenga, y hay
que recordar que no son las constantes, sino las masa, las que siguen la secuencia
de Fibonacci.
La mayor´ıa de estos resultados son poco interesantes y adema´s predecibles. Sin
embargo, puede haber algunas diferencias al variar los para´metros que tengan su
importancia, y sera´n las que se traten a continuacio´n. Eso s´ı, habra´ que tener
siempre presente que en un sistema real los valores de los para´metros son los que
determinan los materiales que lo componen y no son tan arbitrarios como los que
se puedan suponer aqu´ı. Este es uno de los puntos en los que pretende incidir el
presente trabajo y se considerara´ ma´s adelante.
Figura 3.6. Autovalores, por un lado, y coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n, por
otro, para una cadena de Fibonacci con los para´metros que se indican
En la figura 3.6 se representan por una parte los autovalores para un sistema
de Fibonacci F11 = 144, y por otra el coeficiente de Lyapunov y el coeficiente de
transmisio´n para F14 = 610, con valores de los para´metros MA = 1.0, MB = 2.0,
KA = 1.0, KB = 1.9 y KI = 1.45.
En estas gra´ficas puede observarse algu´n rasgo que se sale del esquema t´ıpico
que se ha mostrado. Por una parte, da la impresio´n de que las dos bandas superi-
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ores se han unido para formar una sola, con lo que en lugar de las 5 bandas princi-
pales, parece haber 4. En esta zona se aprecia co´mo el esquema de trifurcacio´n ya
no se muestra tan claro, de hecho parece haber desaparecido. Pero seguramente lo
que ma´s llama la atencio´n es el alto valor del coeficiente de transmisio´n para las
frecuencias de esta parte del espectro.
Este hecho s´ı parece ser un feno´meno, en principio, interesante y poco pre-
decible, a la vista del esquema general que se ha presentado. Es significativo
que para ciertos valores de los para´metros del sistema, las frecuencias ma´s altas
del espectro, que normalmente presentan un coeficiente de transmisio´n casi nulo,
muestren valores cercanos a la unidad, de forma similar a como se comportan las
frecuencias ma´s bajas. Esto tendra´ poca influencia en propiedades f´ısicas como la
conductividad te´rmica, puesto que las frecuencias altas del espectro apenas con-
tribuyen a ella [224]. A pesar de esto, se estudiara´ a continuacio´n que´ valores de
los para´metros originan este feno´meno.
Figura 3.7. Al fijar el valor de las masas y variar el de las constantes se aprecia co´mo,
para ciertos valores, los modos de vibracio´n d y e se van aproximando, dando lugar
a la desaparicio´n del gap que separaba ambas bandas. En todos los casos se supone
una cadena de Fibonacci de orden 14
En la figura 3.7 aparecen cuatro gra´ficas para materiales con los mismos val-
ores para las masas que el ejemplo anterior, y donde se ha variado el valor de
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las constantes de fuerza. Puede apreciarse co´mo las bandas cuarta y quinta van
aproxima´ndose al variar los para´metros, dando lugar al final a una sola banda.
Esto mismo ocurre para otros valores de las masas si se repite el proceso. En
esta figura se representa tambie´n el valor de los modos de vibracio´n de los bloques
BAB y BAAB, (3.1)-(3.5). Puede apreciarse co´mo al variar los para´metros, los
modos asociados a las bandas d y e se van aproximando y al mismo tiempo que
lo hacen disminuye el gap que los separa, llegando a obtenerse una sola banda con
un elevado coeficiente de transmisio´n.
Si el origen de estos efectos es la superposicio´n de las bandas d y e, se puede
tratar de obtener una expresio´n que relacione aquellos valores de los para´metros
para los que ambos modos de vibracio´n se aproximan. Para ello, se iguala la
expresio´n para el modo d, asociado al bloque BAB, (3.2) con la expresio´n para el












Figura 3.8. Cuando los para´metros verifican la expresio´n (3.6) se obtiene superposicio´n
de los modos d y e, mostrando los efectos ya comentados. En todos los casos se
supone una cadena de Fibonacci de orden 14
De esta manera, cuando los para´metros verifiquen de forma exacta o aproxi-
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mada la expresio´n (3.6), las dos u´ltimas bandas aparecera´n muy pro´ximas dando
la impresio´n de que son una sola, y mostrando el citado efecto.
En la figura 3.8 se muestran cuatro ejemplos en los que los para´metros cumplen
dicha relacio´n. En todos los casos se aprecia la superposicio´n de las bandas d y
e, con la desaparicio´n de la estructura trifurcada en esa zona del espectro, y la
presencia de un coeficiente de transmisio´n cercano a la unidad para muchas de
estas frecuencias.
Este resultado refuerza la interpretacio´n que asocia las bandas permitidas con
los modos propios del esquema de bloques. Adema´s permitira´ comprender el es-
pectro de los sistemas en los que se considera ma´s de un a´tomo por bloque de
material. Sin embargo, que el efecto de superposicio´n de las bandas sea ma´s o
menos importante dependera´ de la influencia que tenga en las propiedades f´ısicas
de estos sistemas. En este sentido, su influencia en la conductividad te´rmica no es
importante, a ra´ız de los resultados obtenidos en [224], ya que, como se comento´
en la introduccio´n, y al igual que ocurre para redes perio´dicas [231], solo el rango
de frecuencias intermedias tiene una contribucio´n importante a la conductividad
te´rmica.
Figura 3.9. Desplazamientos para algunas frecuencias representativas de la parte alta
del espectro de la figura 3.6. Puede apreciarse en muchos de los casos el cara´cter
extendido, justificando as´ı el alto valor de coeficiente de transmisio´n para esta parte
del espectro.
Donde s´ı aparecen diferencias interesantes es en los desplazamiento ato´micos.
En la figura 3.9 se representan los desplazamientos para varias de las frecuencias
pertenecientes a la parte alta del espectro de la figura 3.6.
Se puede comparar esta figura con las dos u´ltimas gra´ficas que aparecen en la
figura 3.4, que se corresponden con los desplazamientos t´ıpicos para frecuencias
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pertencientes a las bandas d y e. Parece evidente co´mo para el caso de super-
posicio´n de las bandas, la mayor´ıa de frecuencias consideradas muestran un com-
portamiento ma´s extendido (no localizado) a lo largo de toda la estructura, como
ilustra la figura 3.9, mientras que normalmente para estas frecuencias los desplaza-
miento decaen, tal y como ilustraban las dos u´ltimas gra´ficas de la figura 3.4. Esto
puede explicar el hecho de que el coeficiente de transmisio´n se acerque a la unidad
para muchas de estas frecuencias, ya que su comportamiento se asemeja ma´s al de
las frecuencias de la parte baja y media del espectro, que suelen presentar altos
coeficientes de transmisio´n.
Surge ahora la cuestio´n de si pueden superponerse otras bandas de la misma
forma que lo hac´ıan d y e. Anal´ıticamente no se pueden igualar las expresiones
para los distintos modos ωa = ωb, ωb = ωc y ωc = ωd. Nume´ricamente se observa
co´mo para ciertos valores de los para´metros los diferentes modos se van acercando,
pero no llegan a superponerse. Al representar el coeficiente de Lyapunov y el
coeficiente de transmisio´n para estos casos, s´ı se observa un aumento de este u´ltimo
y una disminucio´n del gap correspondiente, pero el efecto es menos importante
por varios motivos. En primer lugar, porque hay que introducir unos valores de
los para´metros demasiado forzados (una diferencia enorme entre las constantes,
por ejemplo). Adema´s, porque aunque se obtiene un aumento del coeficiente de
transmisio´n, es poco resen˜able pues ya era alto de por s´ı para estas bandas, y en
ningu´n caso tiene la magnitud de la superposicio´n de las bandas d y e. Y por
u´ltimo, porque no se puede obtener una expresio´n anal´ıtica que caracterice para
que´ valores de los para´metros se obtiene.
El efecto que se ha presentado en este apartado es interesante, principalmente,
porque supone la aparicio´n de un feno´meno que depende de los valores de los
para´metros. Sin embargo, la importancia que pudiera tener desde un punto de
vista real quedara´ minimizada por el hecho de que se consideran valores de los
para´metros totalmente arbitrarios, con la u´nica condicio´n de que verifiquen la
expresio´n (3.6). Es decir, aunque la superposicio´n de bandas pudiera ofrecer
una influencia importante sobre el espectro de estos sistemas o incluso sobre sus
propiedades f´ısicas, habr´ıa que tener en cuenta que al considerar un sistema real
los valores de sus para´metros pueden andar muy lejos de verificar dicha expresio´n,
con lo cual la influencia de este efecto no podra´ hacerse notar. Sin embargo, s´ı
podra´ ofrecer este estudio una visio´n ma´s amplia de la estructura del espectro en
funcio´n de los para´metros, de tal manera que permita, caracterizar algunos de sus
rasgos en una gra´fica (KA/KI−MA/MB). Por otra parte, los resultados obtenidos
s´ı han servido para reforzar la interpretacio´n basada en el esquema de bloques, y
adema´s el feno´meno de la superposicio´n de bandas tendra´ una gran influencia en
el estudio que se hara´ posteriormente de los sistemas con ma´s de un a´tomo por
bloque de material, pues en ellos se aprecia este feno´meno en varias regiones del
espectro.
76
3.2. VIBRACIONES EN UNA CADENA DE FIBONACCI
3.2.2 Fragmentacio´n del espectro
Tanto en la introduccio´n a este cap´ıtulo como en el apartado anterior se ha sen˜alado
que el espectro de una cadena de Fibonacci queda explicado por el esquema de
bloques BAB y BAAB y sus modos asociados.
A la hora de dar cuenta de la estructura secundaria del espectro, es decir, del
t´ıpico esquema de trifurcacio´n que presentan los sistemas de Fibonacci, se dice
que las subbandas que aparecen dentro de cada banda principal se asocian con el
acoplamiento de modos normales por efecto resonante.
Es interesante profundizar en este tipo de ideas, principalmente, porque pueden
ofrecer una interpretacio´n bastante apropiada para el espectro de los sistemas
cuasiregulares. Adema´s, para el caso de vibraciones no hay muchos trabajos al
respecto, salvo lo que se ha comentado en la introduccio´n y exclusivamente para el
caso de Fibonacci. Por otra parte, esta´ la cuestio´n de si el esquema de bloques es
u´nico para cada secuencia considerada, de si depende del modelo elegido o incluso
de si depende de los valores de los para´metros.
Se tratara´ en esta seccio´n de dar respuesta a estas cuestiones para el caso de
una cadena de Fibonacci, y ma´s adelante se extendera´ el estudio a otras.
AAAAAAAAA AAA AB B B B B B BB
A’ A’ A’ A’ A’B’ B’ B’
Figura 3.10. La cadena de Fibonacci puede dividirse en bloques BAAB y BAB, a los
que se llamara´ A′ y B′, respectivamente, y que siguen a su vez la secuencia.
La figura 3.10 es una representacio´n del modelo sencillo que se considera, en
el que una serie de masas, que siguen la secuencia de Fibonacci, esta´n unidas por
constantes de fuerza KA o KI , segu´n el tipo de a´tomos entre los que se encuen-
tren. La cadena se divide en bloques BAAB y BAB, de acuerdo con el esquema
propuesto [224], y a los que se denomina A′ y B′ respectivamente. Se aprecia en la
figura que estos, a su vez, siguen la secuencia de Fibonacci A′B′A′A′B′A′B′A′....
De la misma forma, esta nueva cadena que se forma puede descomponerse en blo-
ques B′A′A′B′ y B′A′B′, que se corresponder´ıan con las agrupaciones de a´tomos
BABAABAABAB y BABAABAB, tal y como muestra la figura 3.11.
Si se designan los bloques B ′A′A′B′ y B′A′B′ por A′′ y B′′ respectivamente,
e´stos tambie´n seguira´n la secuencia. Como puede observarse este proceso se podr´ıa
seguir indefinidamente si la cadena fuera infinita. Surge ahora la cuestio´n de si
los modos normales de vibracio´n asociados a estos bloques B ′A′A′B′, B′A′B′ y
sucesivos, ser´ıan capaces de dar cuenta de la estructura trifurcada del espectro, de
la misma forma que los bloques BAAB y BAB explicaban las bandas principales.
Anal´ıticamente no se pueden calcular los modos para las agrupaciones que
muestra la figura 3.11, pero s´ı se puede aplicar el ca´lculo nume´rico. A continuacio´n
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AAAAAAB B B B B
A AAAB B BB
Figura 3.11. El bloque B′′ equivale a B′A′B′ y este a su vez a la cadena BABAABAB.
El bloque A′ equivale a B′A′A′B′ y este a su vez a la cadena BABAABAABAB
se presentan los resultados obtenidos para dos casos particulares (figura 3.12)
En el primero de ellos se toma MA = 1.0, MB = 2.0, KA = 2.0, KB = 3.0
y KI = 2.5, que se corresponde con un ejemplo t´ıpico del modelo general . El
segundo caso toma los valores para los para´metros: MA = 1.0, MB = 3.0 y
KA = KB = KI = 1.5, siendo un buen ejemplo de un sistema en el modelo
diagonal. En ambos casos se muestra el resultado para el coeficiente de Lyapunov
y los valores obtenidos para los modos asociados con los bloques BAB, BAAB,
B′A′B′ y B′A′A′B′.
Figura 3.12. Junto al coeficiente de Lyapunov para una cadena de Fibonacci de orden
14 se representan los valores de los modos normales de vibracio´n calculados para los
bloques BAB y BAAB, BABAABAB y BABAABAABAB.
En los dos ejemplos se observa co´mo los modos de vibracio´n de los bloques
BAB y BAAB, coinciden, como era de esperar, con las cinco bandas principales
que caracterizan el espectro de una cadena de Fibonacci. Se aprecia tambie´n, co´mo
los modos de los bloques B ′A′B′ y B′A′A′B′ se van distribuyendo en torno a los
anteriores, coincidiendo de forma bastante exacta, con las diferentes subbandas
que constituyen la estructura secundaria del espectro. La coincidencia para la
parte alta del espectro es casi perfecta.
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Estos resultados ofrecen una explicacio´n bastante visual de la trifurcacio´n del
espectro y adema´s dejan entrever que si se calculan los modos de bloques B ′′A′′B′′,
B′′A′′A′′B′′ y sucesivos, se obtendra´ de forma precisa la estructura fragmentada
del espectro.
Resultados similares se obtienen para cualquier valor de los para´metros, salvo
la excepcio´n que se considerara´ en el apartado que sigue, donde cambia el esquema
de bloques, pero sigue valiendo el planteamiento expuesto.
3.2.3 Observaciones para el caso MA > MB
En los apartados anteriores todos lo ejemplos que se han analizado supon´ıan que
la masaMA era menor que la masaMB. Aunque, en un principio, podr´ıa esperarse
que en el caso contrario se obtuvieran resultados similares, no ocurre as´ı, y esto es
debido a que el esquema de bloques BAAB y BAB que tan bien funciona en un
caso no es el adecuado para el otro.
En cierto modo entra dentro de lo posible que exista una cierta dependencia
del espectro con el valor relativo de las masas, debido a la propia estructura de
la secuencia de Fibonacci. Por ejemplo, el nu´mero de a´tomos de tipo A en la
secuencia y el nu´mero de a´tomos de tipo B no es el mismo, y adema´s pueden
existir dos a´tomos de tipo A juntos pero no dos de tipo B.
Figura 3.13. Para una cadena de Fibonacci de orden 13 con MA > MB los modos
normales de los bloques BAB y BAAB no coinciden con las bandas del espectro.
En la figura 3.13 se representa el coeficiente de Lyapunov de un sistema con
valores de los para´metros MA = 3.0, MB = 1.0 y KA = KB = KI = 1.5. Aparecen
tambie´n los modos asociados a los bloques BAB y BAAB. Se aprecia claramente
co´mo no hay coincidencias con las bandas permitidas del sistema, lo que impide
relacionar en este caso los modos normales de vibracio´n para los bloques sen˜alados
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con las bandas principales del espectro. Lo mismo sucede para cualquier caso con
MA > MB.
La cuestio´n que cabe resolver ahora es si existe un esquema de bloques adecuado
para explicar el espectro en este caso, y si es as´ı, cua´l ser´ıa ese esquema. En
principio, el espectro del sistema de la figura 3.13 es similar a los presentados
anteriormente, lo que da a entender que, aunque el esquema sea diferente, sus
bandas permitidas pueden estar asociadas a los modos de vibracio´n de algunos
bloques caracter´ısticos.
Despue´s de analizar diversas figuras, s´ı parece haber un esquema de bloques
que funcione para MA > MB. Se tratar´ıa de los bloques ABA y AABABAA
(ABABA) como puede apreciarse en la figura 3.14, donde se ha considerado el
mismo sistema que en la figura 3.13, pero ahora se representan los modos propios
para los bloques indicados.
Figura 3.14. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n y modos normales de los
bloques AABABAA y ABA para un caso con MA > MB, donde ahora s´ı, la
coincidencia es perfecta
En este caso el esquema es ma´s complejo, por una parte porque aparece un
bloque de mayor taman˜o AABABAA, y por otra porque algunas bandas quedan
mejor explicadas con el bloque ABABA, que aunque muy similar al anterior,
presenta modos propios que coinciden mejor con el espectro.
AAAAAAAAA AAA AB B B B B B BB
A’ A’ A’B’B’
Figura 3.15. Los bloques ABA y AABABAA siguen la secuencia de Fibonacci, y se
llamara´n B′ y A′ respectivamente.
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Tal y como ocurr´ıa anteriormente, los bloques AABABAA y ABA siguen a su
vez la secuencia de Fibonacci (figura 3.15). Por este motivo podra´n agruparse en
bloques A′A′B′A′B′A′A′ y A′B′A′, formados, respectivamente, por los a´tomos:
AABABAABABAABAABABAABAABABAABABAA
AABABAABAABABAA
Tambie´n en este caso las agrupaciones son ma´s complejas. Sin embargo, si
se calculan nume´ricamente los modos normales para estos bloques se apreciara´
co´mo coinciden con las subbandas permitidas (figura 3.16), explicando a su vez la
fragmentacio´n del espectro y reforzando la interpretacio´n del esquema de bloques
propuesto .
Figura 3.16. Coeficiente de Lyapunov para dos cadenas de Fibonacci de orden 13. Se
incluyen los modos normales de vibracio´n calculados para los bloques ABA,
AABABAA, A′B′A′ y A′A′B′A′B′A′A′
Para MA > MB tambie´n pueden darse feno´menos de superposicio´n de modos
que originen un efecto similar al que se vio anteriormente. Si se representa el
coeficiente de Lyapunov y el coeficiente de transmisio´n para MA = 2.0, MB = 1.0,
KA = 2.0, KB = 0.4 y KI = 1.2 (gra´fica de la derecha en la figura 3.16) se observa
un efecto similar. La cuestio´n es que ahora al no poder calcular anal´ıticamente
los modos normales para la agrupacio´n AABABAA, no se puede obtener una
expresio´n anal´ıtica, del tipo (3.6), que relacione los para´metros para los que tiene
lugar este efecto.
A modo de resumen del presente apartado y del anterior, cabe destacar que se
ha obtenido un esquema de bloques que parece explicar la estructura de bandas
principales para una cadena de Fibonacci, y que adema´s los bloques que dan cuenta
del espectro dependen de la relacio´n entre los valores de las masas A y B. Esto
es bastante significativo puesto que demuestra que no hay un esquema de bloques
u´nico para esta secuencia, sino que depende del valor relativo de las masas. Se
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ha mostrado tambie´n co´mo la extensio´n de los bloques ba´sicos, a bloques mayores
que los agrupen, da cuenta de la estructura interna de cada una de las bandas
principales, explicando de esta manera la trifurcacio´n del espectro. Se da, por
tanto, una visio´n bastante clara del origen y estructura del espectro de este tipo
de sistemas. En sucesivos apartados se ira´n an˜adiendo pruebas que confirman lo
obtenido aqu´ı para el caso de Fibonacci, y tambie´n se mostrara´ co´mo los resultados
pueden extenderse a otras secuencias como las de Thue-Morse y period-doubling.
3.2.4 Ana´lisis del sistema Al/Ag
Hasta aqu´ı se ha tratado de profundizar en varios aspectos relacionados con el
espectro de una cadena de Fibonacci. Algunos de ellos dependen del valor de los
para´metros y quiza´ pueda ser interesante presentar las principales caracter´ısticas
en una gra´fica que represente KA/KI en funcio´n de MA/MB (figura 3.17).
Para empezar (gra´fica a), se puede apreciar que la recta horizontal que pasa por
el punto (1, 1), se corresponde con el modelo diagonal (on-site), mientras que los
valores de los para´metros que caen en la recta vertical que pasa por dicho punto,
se ajustar´ıan a un modelo off-diagonal (transfer). En este u´ltimo caso habr´ıa que
llevar cuidado pues las constantes de fuerza no siguen exactamente el patro´n de
Fibonacci. Hay que recordar que en el modelo general son las masas la que siguen
la secuencia y las constantes sera´n las que correspondan segu´n las masas que tengan
en sus extremos. Por este motivo, los valores de los para´metros cercanos a la recta
vertical no sera´n muy representativos, pues la diferencia entre las masas sera´ muy
pequen˜a, y sera´n las constantes las que ma´s influyan en el espectro (gra´fica b).
Ser´ıa interesante tambie´n representar aquellos valores de los para´metros para
los que se produc´ıa la superposicio´n de las bandas d y e (gra´fica c).
Otra de las conclusiones que se ha obtenido es que para cualquier sistema
con MA/MB < 1, su espectro vendra´ explicado por el esquema de bloques BAB
y BAAB, mientras que para valores MA/MB > 1, el esquema sera´ ABA y
AABABAA, como ya se comento´ anteriormente (gra´fica d). Con lo cual la zona
centrada en la recta vertical que pasa por el punto (1, 1) delimita tambie´n ambos
tipos de sistemas.
En la gra´fica e se han representado como puntos aquellos valores para los
para´metros que se corresponden con las diferentes figuras presentadas en este
apartado.
Hasta aqu´ı la simulacio´n se ha basado en valores arbitrarios para los para´metros
que han dado una idea aproximada de las caracter´ısticas ma´s importantes de es-
tos sistemas. Sin embargo, hay valores para los para´metros que son poco lo´gicos.
Por ejemplo, el punto (0.5, 2) puede ser interesante a la hora de estudiar las car-
acter´ısticas de su espectro desde un punto de vista matema´tico, pero es dif´ıcil
imaginar un sistema cuyas masas fueran MB = 2MA y sus constantes KA = 2KI .
Por este motivo, en torno al eje horizontal aparecen unas l´ıneas oblicuas que delim-
itan, de forma aproximada, aquellas relaciones entre los para´metros que se podr´ıan
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Figura 3.17. Diagramas de KA/KI frente a MA/MB en los que aparecen algunas de las
caracter´ısticas del sistema en funcio´n del valor de los para´metros
considerar ma´s ajustadas a la realidad (gra´fica f).
Se pretende ahora dejar a un lado los valores arbitrarios para los para´metros,
y simular un sistema con para´metros reales. Para ello se va a estudiar una cadena
de Fibonacci formada por a´tomos de Al y Ag. Estos metales pueden crecerse
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formando intercaras [232, 233] y superredes [234] de muy buena calidad debido al
buen acoplamiento de sus para´metros de red (0.3%). Las constantes de fuerza de
ambos materiales, obtenidas a partir de sus constantes ela´sticas [210], y las masas
de sus a´tomos, aparecen en la tabla 3.1.
TABLA 3.1: Valores para las masas y constantes de fuerza del Al y del Ag
Material M(g) K(dina/cm)
Al 4.8050× 10−23 4.416× 104
Ag 1.7912× 10−22 5.032× 104
Ser´ıa importante para este caso en particular poder aprovechar el estudio re-
alizado anteriormente. Para ello se van a analizar dos casos que se representara´n
sobre el esquema anterior KA/KI − MA/MB (figura 3.18). En uno de ellos, el
aluminio, Al, sera´ el material A y la plata, Ag, sera´ el material B. En el otro caso
sera´ justo al contrario, de manera que en el primer caso se tiene MA < MB y en
el segundo MA > MB (figura 3.18).
Figura 3.18. Diagrama de KA/KI frente a MA/MB en el que aparecen los valores de
los para´metros para los casos Al/Ag y Ag/Al (puntos ma´s gruesos)
Como ya se sen˜alo´ anteriormente los sistemas reales deben caer en la zona
pro´xima a la linea horizontal que delimita el modelo diagonal. Este es el caso de
los dos sistemas que se han considerado.
Por la zona en la que se encuentran ambos puntos es de esperar que el espectro
de estos sistemas se corresponda con situaciones similares a las ya analizadas y
que caen dentro de la normalidad.
En primer lugar se considera el sistema Al/Ag. En la figura 3.19 se representa
el coeficiente de Lyapunov junto con los modos normales de vibracio´n para los
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bloques BAB, BAAB, B ′A′B′ y B′A′A′B′, para este ejemplo.
Figura 3.19. Coeficiente de Lyapunov y modos normales de vibracio´n para los bloques
considerados en una cadena de Fibonacci de orden 13 con materiales Al/Ag
En ella se aprecian muchos de los rasgos significativos que eran de esperar.
Aparecen las cinco bandas caracter´ısticas, que siguen el patro´n de trifurcacio´n
t´ıpico de estos sistemas. Estas cinco bandas coinciden con los modos normales
de vibracio´n de los bloques BAB y BAAB. De esta manera, al considerar estos
valores para los para´metros, se sigue verificando el esquema de bloques. Tambie´n
en este caso la estructura secundaria del espectro se ajusta a los modos normales
de los bloques B′A′B′ y B′A′A′B′, que dan buena cuenta de la trifurcacio´n del
espectro. Nuevamente, para frecuencias medias y altas la coincidencia es exacta. El
sistema no presenta efectos de superposicio´n de modos, puesto que los para´metros
no se aproximan a los valores necesarios para ello, de ah´ı que las bandas ma´s altas
del espectro sean muy estrechas y los estados para ellas sean muy localizados. A
destacar tambie´n que el taman˜o de los gaps aumenta con relacio´n a los ejemplos
presentados con anterioridad, algo lo´gico teniendo en cuenta que ha aumentado la
diferencia entre los valores de las masas.
En segundo lugar se considera el sistema opuesto al anterior, Ag/Al, es decir,
en este caso MA > MB. En la figura 3.20 se representa el coeficiente de Lya-
punov para este caso, as´ı como los modos normales de vibracio´n para los bloques
ABA, AABABAA, A′B′A′ y A′A′B′A′B′A′A′ que deben dar cuenta tanto de la
estructura primaria como de la secundaria para este sistema.
Tambie´n aqu´ı aparece el espectro caracter´ıstico, que era de esperar por la posi-
cio´n de este sistema en el diagrama (KA/KI − MA/MB). Adema´s el esquema
de bloques ABA y AABABAA justifica la posicio´n de las bandas principales y
A′B′A′ y A′A′B′A′B′A′A′, la de las subbandas que forman la estructura trifurcada
del espectro.
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Figura 3.20. Coeficiente de Lyapunov y modos normales de vibracio´n para los bloques
considerados en una cadena de Fibonacci de orden 13 con materiales Ag/Al
Se puede concluir, por tanto, que al considerar valores de los para´metros sim-
ilares a los de un sistema real, se siguen verificando las conclusiones que se han
ido exponiendo a lo largo del presente cap´ıtulo para valores arbitrarios de los
para´metros. Esto sirve nuevamente para reforzar las interpretaciones que se han
dado. Adema´s el diagrama (KA/KI −MA/MB) ha demostrado ser u´til en este
caso, pues partiendo de la posicio´n de un sistema en el mismo, como es el caso de
los dos ejemplos que se acaban de analizar, pueden obtenerse de antemano algunos
rasgos significativos de ese sistema.
3.2.5 Influencia de las condiciones de contorno
Como se vio en el apartado 2.1, el modelo introducido pretend´ıa aportar, como una
de sus novedades, la posibilidad de modificar el tipo de a´tomo en los extremos de
la cadena, para no tener que suponer siempre condiciones de contorno perio´dicas.
Se desarrollo´ all´ı el procedimiento matema´tico, dentro del formalismo de la matriz
de transferencia, para conseguirlo.
Se tratara´ ahora de estudiar si se presenta alguna variacio´n significativa en el
espectro de los sistemas cuasiregualres, al variar dichas condiciones de contorno.
En la figura 3.21 se representa el coeficiente de Lyapunov para dos de los
ejemplos analizados anteriormente, el primero de ellos muestra un esquema t´ıpico
y el segundo presenta superposicio´n de bandas. Se suponen diferentes condiciones
de contorno, es decir, diferentes posibilidades para los a´tomos a los que esta´n
unidos los extremos de la cadena. Por una parte se suponen condiciones c´ıclicas
o perio´dicas, que es lo ma´s habitual. Luego se ha supuesto que la cadena esta´
conectada a dos a´tomos de tipo A en los extremos, o bien dos a´tomos de tipo
B, o bien uno de cada tipo, en sus dos posibilidades. El caso de condiciones de
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Figura 3.21. Coeficiente de Lyapunov para dos ejemplos estudiados anteriormente, en
los que ahora se suponen diferentes condiciones de contorno
contorno perio´dicas coincidira´ con alguno de los anteriores dependiendo del orden
par o impar de la cadena.
Como puede apreciarse en la figura anterior, las diferencias son inapreciables
y todas las l´ıneas se superponen sin que haya nada destacable. Se han realizado
ca´lculos para otros valores de los para´metros, considerando tambie´n MA > MB,
y para diferentes o´rdenes de la secuencia de Fibonacci, y en todos los casos los
resultados son ide´nticos a la figura anterior, es decir, la variacio´n de las condiciones
de contorno no influye en la estructura del espectro.
3.2.6 Ma´s de un a´tomo por bloque de material
Hasta aqu´ı se ha considerado el esquema t´ıpico en el que cada letra de la secuencia
de Fibonacci se corresponde con un a´tomo de tipo A o B. En realidad, una
heteroestructura se constituye apilando un nu´mero arbitrario de capas ato´micas
de cada material. Con la intencio´n de aproximar el modelo a la representacio´n
unidimensional de estas estructuras, se supondra´ que cada bloque A esta´ formado
por NA a´tomos de tipo A, y cada bloque B por NB a´tomos de tipo B, segu´n se
ilustra en la figura 3.22.
Desde el punto de vista matema´tico, y a la hora de hacer los ca´lculos, se
utilizara´ el me´todo de la matriz de transferencia, en el esquema que se desarrollo´
en el apartado 2.1.4, y que es una simple extensio´n del utilizado hasta ahora. Es
preciso recordar que la matriz de transferencia total del sistema se obten´ıa a partir
del producto de las diferentes matrices de transferencia individuales, y que en este
caso, exist´ıan ocho matrices diferentes, donde cada una se corresponder´ıa con las
ocho situaciones distintas que podr´ıan darse a nivel ato´mico, teniendo en cuenta
un a´tomo dado y sus dos vecinos ma´s proximos.
Cuando se presentan varios a´tomos del mismo tipo seguidos, habra´ varias ma-
trices del mismo tipo multiplica´ndose entre s´ı, y esta parte del ca´lculo se facilitaba
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Figura 3.22. Modelo que se considerara´ en el presente apartado, donde cada bloque A
estara´ compuesto por NA a´tomos de tipo A, y cada bloque B estara´ formado por
NB a´tomos de tipo B
mediante la introduccio´n de los polinomios de Chebyshev. Por u´ltimo, el producto
total para un orden dado de la secuencia pod´ıa obtenerse fa´cilmente a partir de
los productos de o´rdenes inferiores. Este era, a grandes rasgos, el esquema de
ca´lculo que se presento´ en 2.1.4 y que se aplicara´ aqu´ı para obtener los diferentes
resultados.
En la figura 3.23 se presenta una visio´n general de los resultados que se obtienen
para una cadena de Fibonacci de orden 13 con MA = 1.0, MB = 2.0, KA = 2.0,
KB = 3.0 y KI = 2.5, y con diferentes valores para el nu´mero de a´tomos de
cada bloque. En la primera columna se ha mantenido fijo NB = 1 y se ha ido
aumentando NA, tomando los valores NA = 2, 3, 4, 6. La columna central ofrece
el caso contrario, con NA = 1 fijo y NB = 2, 3, 4, 6, mientras que en la u´ltima
columna se var´ıa NA y NB con el mismo valor para ambos NA = NB = 2, 3, 4, 6.
Estos valores aparecen indicados en cada una de las gra´ficas.
A partir de la figura 3.23 se observan algunos rasgos caracter´ısticos en las
propiedades de los sistemas con ma´s de un a´tomo por bloque de material:
• Al aumentar el nu´mero de a´tomos aumenta tambie´n el nu´mero de bandas
principales en el espectro.
• El coeficiente de Lyapunov disminuye el valor en sus ma´ximos al aumentar
el nu´mero de a´tomos.
• En algunas bandas principales no se observan subbandas que sigan el t´ıpico
esquema de trifurcacio´n.
• En esas bandas, precisamente, hay que destacar el alto valor del coeficiente
de transmisio´n.
En principio se puede tratar de dar respuesta a estos resultados a partir del
esquema que se desarrollo´ en apartados anteriores. Para empezar, el aumento del
nu´mero de bandas principales parece estar asociado al mayor nu´mero de elementos
de los bloques ba´sicos. Al poseer cada bloque ma´s a´tomos tendra´ un mayor nu´mero
de modos normales de vibracio´n, que al fin y al cabo son los que se asocian con
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Figura 3.23. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n al variar el nu´mero
de a´tomos, para una cadena de Fibonacci de orden 13 con MA = 1.0, MB = 2.0,
KA = 2.0, KB = 3.0 y KI = 2.5
las bandas principales. Para el caso en el que NA = 3 y NB = 1, por ejemplo, la
cadena de Fibonacci quedar´ıa:
AAABAAAAAABAAABAAAAAABAAAAAAB . . .
Los bloques elementalesBAB yBAAB pasan a ser ahoraBAAAB yBAAAAAAB,
el primero de ellos tendra´ cuatro modos normales de vibracio´n, dejando aparte el
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caso trivial ω = 0, y el segundo tendra´ siete. Con lo cual el aumento de ban-
das principales quedar´ıa justificado de esta manera. Ma´s adelante se tratara´ de
comprobar si estos modos dan respuesta al esquema de bandas.
El hecho de que haya un mayor nu´mero de bandas principales favorece la su-
perposicio´n de algunas de ellas, rompiendo en este caso el esquema de trifurcacio´n
y aumentando el coeficiente de transmisio´n de estas bandas, tal y como se vio que
ocurr´ıa para las bandas d y e, en el caso NA = NB = 1, para algunos valores de
los para´metros.
Conforme va aumentando el nu´mero de bandas, e´stas esta´n ma´s cercanas y
por tanto las regiones prohibidas son ma´s estrechas y el coeficiente de Lyapunov
disminuye su valor, dando a entender una menor localizacio´n de los estados, hecho
que puede justificarse pues parece lo´gico que al aumentar el nu´mero de a´tomos
la secuencia muestre una aperiodicidad menos abrupta, facilita´ndose as´ı la propa-
gacio´n de las vibraciones, y de ah´ı tambie´n un mayor valor para el coeficiente de
transmisio´n.
Figura 3.24. Desplazamientos ato´micos para cuatro frecuencias de la parte superior del
espectro del sistema de Fibonacci de orden 14 con para´metros MA = 1.0, MB = 2.0,
KA = 2.0, KB = 3.0, KI = 2.5 y nu´mero de a´tomos por bloque NA = 4 y NB = 1
En la figura 3.24 se muestran los desplazamientos ato´micos para las frecuencias
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ω = 1.9210, ω = 1.9655, ω = 2.1000 y ω = 2.5270, pertenecientes a la parte alta
del espectro de una cadena de Fibonacci de orden 14 con para´metros MA = 1.0,
MB = 2.0, KA = 2.0, KB = 3.0 y KI = 2.5. En este caso se tiene NA = 4 y
NB = 1. Los coeficientes de Lyapunov y transmisio´n para este ejemplo aparecen
en la figura 3.23. El patro´n que se observa para los desplazamientos parece indicar
un cara´cter ma´s extendido del que aparec´ıa en el caso con NA = 1 y NB = 1.
Adema´s, en las bandas en las que desaparece el patro´n de trifurcacio´n, la mayor´ıa
de frecuencias presenta un comportamiento similar al representado en esta figura.
Para comprobar si el esquema de bloques da cuenta del espectro en sistemas
con ma´s de un a´tomo por bloque de material, se van a estudiar varios ejemplos.
Para empezar se considera el caso que se muestra en la figura 3.25, donde se ha
tomado MA = 1.0, MB = 2.0, KA = 1.0, KB = 1.2 y KI = 1.1, con valores para
el nu´mero de a´tomos NA = 2, NB = 1 y NA = 4, NB = 1. Los resultados son los
esperados segu´n lo comentado con anterioridad.
Figura 3.25. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una cadena de
Fibonacci de orden 13 con NA = 2, NB = 1 y NA = 4, NB = 1
En la tabla 3.2 se detallan, el nu´mero de a´tomos de cada tipo, co´mo queda la
secuencia en cada caso, y cua´les ser´ıan los bloques ba´sicos capaces de dar cuenta
del espectro en ambos sistemas.
Si se calculan los modos normales de vibracio´n asociados a los bloques que
aparecen en la tabla anterior, y se representan sobre la figura 3.25 se obtienen los
resultados que se muestran en la figura 3.26.
Como puede apreciarse, la coincidencia entre bandas permitidas y modos nor-
males de vibracio´n es total en ambos casos. Tambie´n se observa co´mo en algunos
casos dos modos se aproximan lo suficiente para dar lugar a superposicio´n, y que
en esa banda se rompe la trifurcacio´n del espectro y presenta un alto coeficiente
de transmisio´n.
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TABLA 3.2: Secuencia y bloques elementales para los casos NA = 2, NB = 1
y NA = 4, NB = 1
NA, NB Secuencia Bloques
NA = 2 AA B AA AA B AA B AA . . . BAAB
NB = 1 BAAAAB
NA = 4 AAAA B AAAA AAAA B AAAA B AAAA . . . BAAAAB
NB = 1 BAAAAAAAAB
Figura 3.26. Coeficiente de Lyapunov y modos normales de vibracio´n para una cadena
de Fibonacci de orden 13 con NA = 2, NB = 1 y NA = 4, NB = 1
Se considera a continuacio´n el caso en que fijado NA = 1, se var´ıa NB. Se
analizan las dos situaciones que aparecen reflejadas en la tabla 3.3.
TABLA 3.3: Secuencia y bloques elementales para los casos NA = 1, NB = 2
y NA = 1, NB = 4
NA, NB Secuencia Bloques
NA = 1 A BB A A BB A BB A . . . BBABB
NB = 2 BBAABB
NA = 1 A BBBB A A BBBB A BBBB A . . . BBBBABBBB
NB = 4 BBBBAABBBB
En la figura 3.27 se representa el coeficiente de Lyapunov y el coeficiente de
transmisio´n para ambos casos. Como puede apreciarse, el espectro responde a las
caracter´ısticas ya comentadas.
Si se calculan los modos normales de vibracio´n asociados a los bloques consider-
ados en la tabla y se representan sobre la figura anterior se obtienen los resultados
que se muestran en la figura 3.28.
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Figura 3.27. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una cadena de
Fibonacci de orden 13 con NA = 1, NB = 2 y NA = 1, NB = 4
Figura 3.28. Coeficiente de Lyapunov y modos normales de vibracio´n para una cadena
de Fibonacci de orden 13 con NA = 1, NB = 2 y NA = 1, NB = 4
Nuevamente los modos normales de vibracio´n de los bloques considerados coin-
ciden a la perfeccio´n con las bandas permitidas de los sistemas estudiados, dando
respuesta a las principales caracter´ısticas del espectro.
Por u´ltimo, se presenta el caso en que NA y NB var´ıan tomando el mismo valor.
Los dos ejemplos que se estudiara´n son los que se ilustran en la tabla 3.4.
En la figura 3.29 se representa el coeficiente de Lyapunov y el de transmisio´n
para estos dos ejemplos.
Si se calculan los modos normales de vibracio´n asociados a los bloques presen-
tados en la tabla anterior, se obtienen los resultados que se muestran en la figura
3.30.
En todos los casos analizados aqu´ı, se ha supuesto MA < MB y se ha podido
comprobar que el esquema de bloques apropiado en cada caso es el mismo que
era va´lido para NA = NB = 1, simplemente an˜adiendo tantas A y tantas B a los
93
CAPI´TULO 3. VIBRACIONES EN CADENAS CUASIREGULARES
TABLA 3.4: Secuencia y bloques elementales para los casos NA = 2, NB = 2
y NA = 4, NB = 4
NA, NB Secuencia Bloques
NA = 2 AABBAAAABBAABBAA . . . BBAABB
NB = 2 BBAAAABB
NA = 4 AAAABBBBAAAAAAAABBBB . . . BBBBAAAABBBB
NB = 4 BBBBAAAAAAAABBBB
Figura 3.29. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una cadena de
Fibonacci de orden 13 con NA = 2, NB = 2 y NA = 4, NB = 4
Figura 3.30. Coeficiente de Lyapunov y modos normales de vibracio´n para una cadena
de Fibonacci de orden 13 con NA = 2, NB = 2 y NA = 4, NB = 4
bloques elementales como indiquen NA y NB, respectivamente.
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Caso MA > MB
Al igual que se hizo para NA = NB = 1, se va a diferenciar para la secuencia de
Fibonacci el caso en el que la masa de los a´tomos de tipo A es mayor que la de los
a´tomos de tipo B.
En la figura 3.31 se presenta el coeficiente de Lyapunov y el coeficiente de
transmisio´n de un sistema con valores de los para´metros MA = 2.0, MB = 1.0,
KA = 2.0, KB = 0.8 y KI = 1.4, para valores del nu´mero de a´tomos NA = 2,
NB = 1 y NA = 2, NB = 2. Llama la atencio´n, en este caso, las diferencias en los
resultados para dos sistemas muy parecidos, que se diferencian estructuralmente
so´lo en un a´tomo por bloque de tipo B. Para NA = NB = 2 el coeficiente de
transmisio´n a frecuencias altas se acerca a la unidad para la mayor´ıa de los modos.
Es preciso resaltar entonces que el nu´mero de a´tomos por bloque de material es
un para´metro de disen˜o interesante para estos sistemas.
Figura 3.31. Coeficiente de Lyapunov y modos normales de vibracio´n para una cadena
de Fibonacci de orden 13 con NA = 2, NB = 1 y NA = 2, NB = 2
Volviendo a la explicacio´n del espectro en funcio´n de los bloques elementales, se
presentan en la tabla 3.5 los datos ma´s relevantes para los dos ejemplos estudiados.
TABLA 3.5: Secuencia y bloques elementales para los casos NA = 2, NB = 1
y NA = 2, NB = 2
NA, NB Secuencia Bloques
NA = 2 AA B AA AA B AA B AA . . . AABAA
NB = 1 AABAABAA
NA = 2 AA BB AA AA BB AA BB AA . . . AABBAA
NB = 2 AAAABBAABBAAAA
Calculando los modos normales de vibracio´n para los bloques sen˜alados, se ob-
tienen los resultados que se presentan en la figura 3.32. Se puede apreciar co´mo los
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modos calculados coinciden perfectamente con las diferentes bandas que se forman.
La acumulacio´n de modos normales a frecuencias altas, para el segundo ejemplo,
explica el alto valor del coeficiente de transmisio´n en ese rango de frecuencias.
Figura 3.32. Coeficiente de Lyapunov y modos normales de vibracio´n para una cadena
de Fibonacci de orden 13 con NA = 2, NB = 1 y NA = 2, NB = 2
Como ha podido comprobarse, el esquema de bloques propuesto paraMA > MB
tambie´n funciona en el caso de ma´s de un a´tomo por bloque de material.
Sistemas Al/Ag y Ag/Al
Para finalizar se estudia la cadena de Fibonacci con materiales Al y Ag (tabla
3.1). Se analizan dos casos particulares para el sistema Al/Ag: NA = 2, NB = 1 y
NA = 4, NB = 1. Los coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n se muestran en
la figura 3.33.
Figura 3.33. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una cadena de
Fibonacci de orden 13 con NA = 2, NB = 1 y NA = 4, NB = 1, en un sistema Al/Ag
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Los dos casos considerados para Al/Ag muestran las caracter´ısticas expuestas
para otros para´metros, es decir, al aumentar el nu´mero de a´tomos aumenta el
nu´mero de bandas principales, disminuye el coeficiente de Lyapunov y desaparece
el esquema de trifurcacio´n en algunas subbandas.
Es de suponer que en estos casos el esquema de bloques tambie´n sera´ capaz de
dar cuenta de las diferentes bandas que aparecen. Y efectivamente as´ı es, como se
puede comprobar en la figura 3.34.
Figura 3.34. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una cadena de
Fibonacci de orden 13 con NA = 2, NB = 1 y NA = 4, NB = 1, en un sistema Al/Ag
Suponiendo el caso contrario Ag/Al, tambie´n los resultados que se obtienen
esta´n de acuerdo con lo que era de esperar a partir de los comentarios anteriores.
En la figura 3.35 se presentan los coeficiente de Lyapunov y de transmisio´n, y los
modos normales de vibracio´n para los bloques considerados en el caso NA = 1,
NB = 4 para este sistema.
Figura 3.35. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n, y modos normales para una
cadena de Fibonacci de orden 13 con NA = 1, NB = 4, en un sistema Ag/Al
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A modo de conclusio´n, se ha podido comprobar co´mo el ana´lisis de un sistema
real para el caso de varios a´tomos por bloque de material, tambie´n coincide con los
resultados obtenidos cuando se utilizaron para´metros arbitrarios para el sistema.
Por otra parte, tambie´n ser´ıa interesante destacar aqu´ı las posibilidades que se
abren al considerar un modelo con ma´s de un a´tomo por bloque de material.
Estos sistemas son una representacio´n unidimensional bastante aceptable de las
heteroestructuras cuasiregulares, tal y como se dijo con anterioridad. El hecho
de poder variar el nu´mero de a´tomos en cada capa aparece como un para´metro
de disen˜o ma´s de estas estructuras, pues variando dicho nu´mero, manteniendo
fijos el resto de valores, pueden aparecer bandas permitidas en diferentes zonas
del espectro, algunas de ellas con altos valores del coeficiente de transmisio´n. Es
decir, las caracter´ısticas principales del sistema dependera´n de forma significativa
del nu´mero de a´tomos de cada capa, incluso en los sistemas considerados con
valores reales para los para´metros, lo que puede ser un elemento que ayude en el
disen˜o de estos sistemas a la hora de posibles aplicaciones.
3.3 Vibraciones en una cadena de Thue-Morse
Los sistemas de Thue-Morse, son tras los de Fibonacci, los que ma´s atencio´n han
recibido hasta la fecha. Son varios los trabajos que se han publicado sobre las
propiedades electro´nicas [52,58,60,82,184,235–237], o´pticas [99,238] y vibracionales
[59,217], de estos sistemas, siendo esta´s u´ltimas las que se estudiara´n en el presente
apartado.
En el caso ma´s general, la secuencia se construye siguiendo las reglas que se
presentan en el Ape´ndice A, y tiene la forma que se muestra en la figura 3.36.
AAABAABA AB B A B B BB
Figura 3.36. Representacio´n de una cadena de Thue-Morse que sigue el modelo general
La secuencia de Thue-Morse presenta de por s´ı algunos rasgos que la distinguen
de la de Fibonacci, y que pueden ser interesantes a la hora de determinar sus
propiedades:
• En la secuencia de Thue-Morse existe el mismo nu´mero de a´tomos de tipo A
que de tipo B
• La secuencia de orden par es sime´trica, y la de orden impar posee simetr´ıa
con inversio´n de las letras.
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• Pueden aparecer dos letras B seguidas.
• El nu´mero total de a´tomos para un orden dado n, sigue la ley 2n
Es de esperar que estas diferencias de tipo estructural se traduzcan en diferen-
cias en el comportamiento de las excitaciones elementales en estos sistemas.
Se pretende a continuacio´n, hacer un estudio de la cadena de Thue-Morse
similar al que se acaba de presentar para la secuencia de Fibonacci, trabajando
dentro del modelo general. Se analizara´ la dependencia de las propiedades de
estos sistemas con el valor de los para´metros y se estudiara´n los modos que dan
lugar a las diferentes bandas. Tambie´n sera´ objeto de estudio la posible influencia
de las condiciones de contorno en el espectro, y la representacio´n que se obtiene
para un sistema Al/Ag. Por u´ltimo se considerara´ el caso en el que la cadena de
Thue-Morse posee ma´s de un a´tomo por bloque de material.
3.3.1 Estructura del espectro en funcio´n de los para´metros
En primer lugar, se presentan las caracter´ısticas generales del espectro de vibra-
ciones en una cadena de Thue-Morse. Para ello, se pueden representar sus auto-
valores, o bien, se pueden mostrar los coeficientes de Lyapunov y transmisio´n, que
aportan una informacio´n similar, aunque quiza´ mucho ma´s gra´fica, por eso sera´ la
que se utilice aqu´ı.
Figura 3.37. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n para una cadena TM10 con los
para´metros que se indican
En la figura 3.37 se presenta el coeficiente de Lyapunov y el de transmisio´n para
una cadena de Thue-Morse de orden 10, con para´metros: MA = 1.0, MB = 2.0,
KA = 1.5, KB = 2.0 y KI = 1.75.
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En ella se aprecian algunos de los rasgos caracter´ısticos, como pueda ser su
alta fragmentacio´n. Cuesta identificar en este caso unas bandas principales, a
diferencia de lo que ocurr´ıa con la cadena de Fibonacci. Tampoco se aprecia aqu´ı
el esquema de trifurcacio´n que tan claro aparec´ıa all´ı. El diagrama de Lyapunov
s´ı pone de manifiesto la existencia de un patro´n que se repite a diferentes o´rdenes
de escala. Se puede apreciar co´mo dicho coeficiente para el rango aproximado
(0.5, 0.7) presenta un aspecto similar en los rangos (0.9, 1.4) y (1.7, 2.3). De esta
manera, aunque el esquema no es tan sencillo como en el caso de la secuencia de
Fibonacci, s´ı parece observarse un cierto patro´n.
Otra similitud con el caso de Fibonacci es que los valores del coeficiente de
transmisio´n son, en general, cercanos a la unidad para frecuencias bajas o medias,
y bastante menores para altas frecuencias.
Figura 3.38. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n para una cadena TM10 con
coeficiente de transmisio´n cercano a la unidad a frecuencias altas
La variacio´n de las propiedades generales del espectro con el valor de los
para´metros del sistema sigue las pautas lo´gicas que ya se comentaron para Fi-
bonacci. Sin embargo, con respecto al ana´lisis que se hizo para esa secuencia, hay
ahora dos diferencias fundamentales:
1. Dado el papel semejante que juegan las letras A y B en la secuencia de
Thue-Morse y a su propia estructura, los resultados que se obtienen para
MA > MB son exactamente iguales a los que se obtienen para MA < MB.
No hay por tanto, como s´ı ocurr´ıa para Fibonacci, diferencias al invertir el
valor de los para´metros.
2. Tambie´n para la secuencia de Thue-Morse existen ciertos valores de los
para´metros que dan lugar a un coeficiente de transmisio´n cercano a la unidad
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para las frecuencias ma´s altas del espectro (figura 3.38). Sin embargo, el
efecto en este caso es bastante menos acusado de lo que era para Fibonacci,
ya que las bandas con un alto valor para el coeficiente de transmisio´n son
bastante estrechas.
Desplazamientos ato´micos
Los desplazamientos ato´micos pueden completar los resultados que ofrecen los
coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n en el sistema de Thue-Morse. Es de
suponer que dichos desplazamientos presentara´n un comportamiento que ponga
de manifiesto el cara´cter cuasiregular de la secuencia.
Figura 3.39. Desplazamientos para algunas frecuencias representativas de las diferentes
bandas del espectro de una secuencia Thue-Morse de orden 10, con para´metros
MA = 1.0, MB = 2.0, KA = 1.5, KB = 2.0 y KI = 1.75
En la figura 3.39 se ha representado el desplazamiento ato´mico para diferentes
frecuencias de una cadena de Thue-Morse de orden 10 con valores MA = 1.0,
MB = 2.0, KA = 1.5, KB = 2.0 y KI = 1.75. Pueden apreciarse rasgos similares a
los que se presentaron con anterioridad para la cadena de Fibonacci, es decir, los
desplazamiento siguen un patro´n irregular, con fuertes fluctuaciones espaciales y
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con caracter´ısticas autosimilares, comportamiento t´ıpico de los estados cr´ıticos en
este tipo de sistemas [62,81,82].
3.3.2 Fragmentacio´n del espectro
Para la secuencia de Fibonacci se ha encontrado un esquema de bloques elemen-
tales, y diversas agrupaciones de e´stos, cuyos modos normales de vibracio´n per-
miten dar cuenta de las diferentes bandas y subbandas que existen en su espectro.
Se tratara´ ahora de encontrar un esquema de bloques similar que explique la frag-
mentacio´n del espectro para vibraciones en una cadena de Thue-Morse.
A’ A’B’ B’
A’’
AAABAABA AB B A B B BB
Figura 3.40. La cadena de Thue-Morse puede dividirse en bloques ABBA y BAAB, a
los que se llamara´ A′ y B′ respectivamente, y que siguen a su vez la secuencia de
Thue-Morse
En este caso habra´ que tener en cuenta ciertas diferencias con lo estudiado para
la cadena de Fibonacci. Por ejemplo, aqu´ı no se podra´ distinguir entre MA > MB
y MA < MB, puesto que al invertir los valores de los para´metros para A y B
se obtienen los mismos resultados. Como se ha comentado, el espectro para esta
secuencia parece estar ma´s fragmentado que en el caso de Fibonacci, y por tanto,
el nu´mero de bandas principales podr´ıa ser mayor. E´stas a su vez, no muestran
una estructura jera´rquica tan bien establecida como en aquel caso. Por otra parte,
al existir el mismo nu´mero de a´tomos de tipo A que de tipo B, es lo´gico pensar
que ambos debera´n jugar un papel similar a la hora de establecer un esquema de
bloques.
A ra´ız de los comentarios anteriores, y en base a resultados obtenidos para el
caso de Fibonacci, es de esperar un esquema del tipo ABBA, BAAB. De esta
manera la cadena de Thue-Morse quedar´ıa tal y como muestra la figura 3.40. Si
se llama ahora A′ a ABBA y B′ a BAAB, se tiene que A′ y B′ siguen a su
vez la secuencia de Thue-Morse, como tambie´n lo hara´n los bloques A′′ que se
corresponden con A′B′B′A′ y B′′ con B′A′A′B′. De esta forma se obtiene un
esquema autosimilar de bloques cuyos modos normales de vibracio´n podr´ıan dar
cuenta del espectro de vibraciones en sistemas de Thue-Morse.
En la figura 3.41 se han representado los modos normales de vibracio´n para
los bloques elementales BAAB y ABBA junto al coeficiente de Lyapunov de la
cadena de Thue-Morse de orden 10 con MA = 1.0, MB = 2.0, KA = 1.5, KB = 2.0
y KI = 1.75.
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Figura 3.41. Coeficiente de Lyapunov para una cadena de Thue-Morse de orden 10 y
modos normales de vibracio´n asociados a las agrupaciones BAAB y ABBA
Figura 3.42. Coeficiente de Lyapunov para una cadena de Thue-Morse de orden 10, y
modos de vibracio´n asociados a las agrupaciones A′B′B′A′ y B′A′A′B′
En un principio los diferentes modos pueden asociarse con las tres zonas prin-
cipales del espectro, pero no bastan para dar cuenta de las diferentes subbandas
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que aparecen. Debera´n ser los modos asociados a agrupaciones mayores los que
den cuenta realmente del espectro total de estos sistemas.
En la figura 3.42 se han representado los modos normales de vibracio´n para
los bloques B′A′A′B′ y A′B′B′A′ junto al coeficiente de Lyapunov, para diferentes
valores de los para´metros. En estos cuatro ejemplos se observa la coincidencia
entre los modos obtenidos para los bloques B ′A′A′B′ y A′B′B′A′, y las diferentes
subbandas del espectro.
Como en el caso de Fibonacci, parecen ser los modos asociados a las diferentes
agrupaciones de bloques elementales los que dan cuenta de la fragmentacio´n del
espectro, aunque en el caso de Thue-Morse no puede establecerse una relacio´n tan
directa entre las bandas principales, que aqu´ı no esta´n tan claras, y los modos de
los bloques elementales.
3.3.3 Ana´lisis de un sistema real: Al/Ag
Antes de entrar a analizar los resultados para el caso Al/Ag, se va a presentar
la gra´fica de KA/KI frente a MA/MB para una secuencia de Thue-Morse. En
este caso, y debido a la simetr´ıa ya comentada con respecto a la inversio´n de los
para´metros, solamente interesa, por ejemplo, la parte del eje X correspondiente a
MA ≤MB, puesto que la otra parte ofrecera´ ide´nticos resultados.
Figura 3.43. Diagrama de KA/KI frente a MA/MB en el que aparecen los valores de
los para´metros para diferentes ejemplos estudiados, y tambie´n para el caso Al/Ag
Los puntos en la figura 3.43 representan algunos de los ejemplos presentados
anteriormente y otros que se han estudiado y que no se han expuesto porque
no presentaban novedades. Se incluye la l´ınea horizontal que representa aquellos
valores de los para´metros que coinciden con el modelo diagonal. Tambie´n aquella
zona adyacente al eje vertical que pasa por el punto (1, 1) y que se corresponder´ıa
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con aquellos valores de los para´metros que no representar´ıan de forma adecuada
un sistema de Thue-Morse. Las l´ıneas oblicuas delimitan aquellos valores de los
para´metros que son poco lo´gicos a la hora de considerar un sistema real, tal y como
se hizo para el caso de Fibonacci. Se an˜ade adema´s el punto asociado al sistema
Al/Ag, cuyos coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n se representan
en la figura 3.44.
Todos los casos considerados y representados en la figura 3.43, muestran un
esquema t´ıpico para vibraciones en una cadena de Thue-Morse, con unas mı´nimas
diferencias ya sen˜aladas.
Figura 3.44. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una cadena de
Thue-Morse de orden 9, con materiales Al/Ag
En la figura 3.44 se puede apreciar co´mo los resultados para el sistema Al/Ag
son similares a los que cabr´ıa esperar a partir del ana´lisis anterior. Pueden apre-
ciarse unas bandas ma´s pequen˜as separadas por gaps de mayor taman˜o y cuyo
alto valor del coeficiente de Lyapunov refleja una gran localizacio´n de los estados,
como corresponde al caso en que la diferencia entre las masas es grande.
En la figura 3.45 se representan los modos asociados a los bloques ABBA,
BAAB, A′B′B′A′ y B′A′A′B′ para este caso y donde se observa una excelente co-
incidencia con las bandas que se forman. De hecho, para medias y altas frecuencias
la coincidencia es absoluta, reforzando de esta manera la interpretacio´n que se ha
dado de acuerdo con el modelo de bloques.
Influencia de las condiciones de contorno
Tal y como ocurr´ıa para el caso de Fibonacci, el sistema no se ve afectado en
ninguna de sus propiedades, por las diferentes condiciones de contorno que se han
considerado.
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Figura 3.45. Coeficiente de Lyapunov y modos normales de vibracio´n para diferentes
agrupaciones consideradas en una cadena de Thue-Morse de orden 9, con materiales
Al/Ag
3.3.4 Ma´s de un a´tomo por bloque de material
Se considera ahora una cadena de Thue-Morse en la que cada bloque de tipo A
esta´ formado por NA a´tomos y cada bloque de tipo B por NB, siguiendo lo visto
anteriormente para el caso de una secuencia de Fibonacci (figura 3.22). En la
figura 3.46 se presentan los resultados obtenidos para un sistema con MA = 1.0,
MB = 2.0, KA = 1.5, KB = 2.0 y KI = 1.75, para diferentes valores de NA y NB.
En la primera columna se considera fijo NB = 1 y se var´ıa NA. En la segunda
columna se procede al contrario, NA = 1 y NB var´ıa. En la tercera columna se
var´ıa NA y NB con el mismo valor para ambos.
A partir de la figura 3.46 se observa co´mo al aumentar el nu´mero de a´tomos
aumenta el nu´mero de bandas principales, tal y como ocurr´ıa en el caso de la
cadena de Fibonacci. Al mismo tiempo, tambie´n se aprecia una disminucio´n en
el coeficiente de Lyapunov y un aumento del coeficiente de transmisio´n. Como se
sen˜alo´ anteriormente, el aumento del nu´mero de bandas puede explicarse a raiz
del esquema de bloques propuesto para esta secuencia.
Se estudia a continuacio´n el caso NA = 2 y NB = 1, para los valores de los
para´metros que se consideran. La cadena de Thue-Morse queda ahora:
AABBAABAAAABBAAAABAABBAA . . .
que se descompone en bloques AABBAA y BAAAAB. En la figura 3.47 se rep-
resentan, junto a los coeficientes de Lyapunov y transmisio´n, los modos normales
para ambos bloques y sus agrupaciones siguientes A′B′B′A′ y B′A′A′B′.
Como puede apreciarse, los diferentes modos para los bloques sen˜alados, pare-
cen dar cuenta perfectamente de las diferentes bandas y subbandas que se forman,
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Figura 3.46. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n al variar el nu´mero de a´tomos
en una cadena de Thue-Morse de orden 9
aunque hay algu´n modo que no coincide exactamente. Es de suponer entonces, que
sera´n los bloques AABBAA, BAAAAB y sus sucesivas agrupaciones, A′B′B′A′,
B′A′A′B′ . . . los que den cuenta del espectro.
Sen˜alar por u´ltimo que los resultados para un sistema con unos determinados
valores para los para´metros y para el nu´mero de a´tomos por bloque de material,
son los mismos que si se invierten los valores de los para´metros y tambie´n los de
NA y NB.
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Figura 3.47. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n y modos normales de vibracio´n
para los bloques AABBAA, BAAAAB, A′B′B′A′ y B′A′A′B′ en una cadena de
Thue-Morse de orden 9
3.4 Vibraciones en una cadena period-doubling
Se completa en el siguiente apartado el estudio dedicado a vibraciones en cadenas
unidimensionales cuasiregulares con el ana´lisis de una secuencia period-doubling.
Al igual que ocurr´ıa con Thue-Morse, estos sistemas no han recibido tanta atencio´n
como los de Fibonacci, principalmente en lo que a vibraciones se refiere [191].
AAAA AAAAA AAB B B B B
Figura 3.48. Representacio´n de una cadena period-doubling dentro del modelo general
La secuencia period-doubling, que se representa en la figura 3.48, muestra simil-
itudes y diferencias con respecto a las dos secuencias analizadas anteriormente. Por
una parte, su regla de crecimiento es similar a la de Fibonacci, o por lo menos es
ma´s parecida a e´sta que a la de Thue-Morse. Otro rasgo caracter´ıstico es que no
aparecen dos letras B seguidas, tal y como ocurr´ıa en Fibonacci, y de la misma
forma, hay un mayor nu´mero de letras A que B. La principal similitud que la se-
cuencia de per´ıodo doble guarda con la de Thue-Morse es que su taman˜o aumenta
de la misma forma con el nu´mero de orden, es decir, el nu´mero de elementos para
un orden dado, n, sera´ 2n.
Se pretende a continuacio´n hacer un ana´lisis similar al que se ha realizado
para las otras dos secuencias, partiendo del mismo modelo general y mediante
las mismas te´cnicas matema´ticas. Se analizara´ la dependencia de las propiedades
del sistema con los para´metros, y el origen de las diferentes bandas y subbandas
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asociadas con los modos normales de vibracio´n de ciertos bloques elementales. Se
estudiara´ tambie´n la posible influencia de las condiciones de contorno. Se analizara´
el sistema Al/Ag ya comentado, y el hecho de que la cadena period-doubling pueda
tener ma´s de un a´tomo por bloque de material.
3.4.1 Estructura del espectro en funcio´n de los para´metros
En primer lugar se pretende caracterizar el espectro de frecuencias t´ıpico de una
cadena period-doubling, y co´mo depende dicho espectro de los para´metros del
sistema. En la figura 3.49 se presenta el coeficiente de Lyapunov y coeficiente
de transmisio´n para este tipo de sistemas, con unos valores para los para´metros:
MA = 1.0, MB = 2.0, KA = 1.25, KB = 1.75 y KI = 1.5.
Figura 3.49. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una cadena
period-doubling de orden 10, con los para´metros que se indican
Puede apreciarse a partir de la figura co´mo el espectro muestra tres zonas
ma´s o menos diferenciadas. La primera a bajas frecuencias que muestra ciertas
similitudes con los resultados obtenidos para una cadena de Fibonacci, incluso
parece observarse algo parecido a lo que all´ı era el esquema trifurcado. A medias y
altas frecuencias el espectro presenta una alta fragmentacio´n y en este caso muestra
ma´s similitudes con Thue-Morse que con Fibonacci. No se aprecia en estas zonas
un esquema de trifurcacio´n en las bandas principales. De hecho, y tal y como
ocurr´ıa para Thue-Morse, es dif´ıcil distinguir el nu´mero de bandas principales de
este sistema, pues no existe para la parte media y alta del espectro un patro´n claro
y bien definido.
El coeficiente de transmisio´n para el ejemplo que aqu´ı se ilustra, s´ı sigue las
pautas que ya se han mostrado en los otros dos sistemas. Es elevado para un
buen nu´mero de frecuencias bajas, y mucho menor para frecuencias medias, y
109
CAPI´TULO 3. VIBRACIONES EN CADENAS CUASIREGULARES
sobre todo, para las frecuencias ma´s altas del espectro. Es posible, como ocurr´ıa
principalmente en el caso de Fibonacci, que para ciertos valores de los para´metros
las frecuencias ma´s altas del espectro, presenten un coeficiente de transmisio´n
cercano a la unidad.
Como en las secuencias anteriormente analizadas, el espectro no presenta grandes
cambios al variar los para´metros. Se obtiene, como era de esperar un mayor valor
del coeficiente de Lyapunov al aumentar la razo´n entre las masas, y un mayor
nu´mero de estados con altos valores del coeficiente de transmisio´n cuando dicha
razo´n disminuye. Para algunos valores de los para´metros, el espectro de la cade-
na period-doubling, presenta, como ocurr´ıa en el caso de Fibonacci y en menor
medida para Thue-Morse, una zona a altas frecuencias en la que el coeficiente de
transmisio´n es muy pro´ximo a la unidad (figura 3.50).
Figura 3.50. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para dos cadenas
period-doubling de orden 10 con diferentes valores de los para´metros
Analizando varios ejemplos, se puede apreciar que dicho efecto se presenta para







En este caso la expresio´n aproximada se obtiene ajustando los resultados obtenidos
para diferentes ejemplos.
3.4.2 Fragmentacio´n del espectro
A la hora de encontrar un esquema de bloques que explique la fragmentacio´n del
espectro para una cadena period-doubling habra´ que tener en cuenta lo obtenido
para los casos de Fibonacci y de Thue-Morse. Al igual que ocurr´ıa con Fibonacci,
aqu´ı habra´ que distinguir entre MA < MB y MA > MB, ya que ambas situaciones
no son sime´tricas como ocurr´ıa con Thue-Morse.
110
3.4. VIBRACIONES EN UNA CADENA PERIOD-DOUBLING
AAAA AAAAA AAB B B B B
A’ A’ A’B’
Figura 3.51. La cadena period-doubling puede dividirse en bloques BAAAB y
BABAB, a los que se llamara´ A′ y B′ respectivamente, y que siguen a su vez dicha
secuencia
Se empezara´ analizando el caso con MA < MB y posteriormente se estudiara´
el caso contrario. En la figura 3.51 aparece una representacio´n del modelo que se
esta´ considerando para la secuencia period-doubling. Dicha cadena se puede dividir
en bloques BAAAB y BABAB, tal y como ilustra la figura. Si se denomina a
estos bloques por A′ y B′, respectivamente, se observa que estos a su vez siguen
la secuencia de period-doubling A′B′A′A′A′B′A′B′ . . .. De la misma forma, esta
cadena se puede descomponer en bloques B ′A′A′A′B′ y B′A′B′A′B′, que tambie´n
siguen la secuencia y que se denominara´n por A′′ y B′′, y as´ı sucesivamente.
Figura 3.52. Coeficiente de Lyapunov y modos normales para tres ejemplos de cadena
period-doubling de orden 10
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Se muestra a continuacio´n co´mo los bloques BAAAB, BABAB, B ′A′A′A′B′,
B′A′B′A′B′, y sucesivos, son capaces de dar cuenta de la estructura del espectro.
Aplicando el ca´lculo nume´rico se obtienen los resultados que aparecen en la figura
3.52.
Puede apreciarse en todos los casos la coincidendecia de los modos normales de
vibracio´n con las diferentes bandas y subbandas que se forman. En primer lugar,
se observa co´mo las tres zonas del espectro de las que se hablo´ al principio parecen
asociadas a diferentes modos, y co´mo la superposicio´n de estos modos en algunos
casos origina bandas ma´s extensas y con un mayor coeficiente de transmisio´n tal
y como ocurr´ıa en el caso de Fibonacci.
Por otra parte, los modos asociados con las agrupaciones mayores A′′ y B′′
parecen dar cuenta de las diferentes subbandas que aparecen.
3.4.3 Caso con MA > MB
Los resultados presentados hasta aqu´ı sufren ligeras modificaciones en el caso de
que la masa de A sea mayor que la de B. Principalmente, y tal como ocurr´ıa para
el caso de Fibonacci, los bloques elementales que daban cuenta del espectro en
aquel caso, no lo hacen ahora, con lo cual hay que proponer un nuevo esquema de
bloques.
Figura 3.53. Coeficiente de Lyapunov para una cadena period-doubling de orden 10 y
modos normales de vibracio´n para dos ejemplos en los que MA > MB
En este caso, se dividira´ la cadena en dos tipos diferentes de agrupaciones,
ABABABA y AAABAAABAAA, a las que se llamara´ A′ y B′, respectivamente,
y que tambie´n siguen la secuencia period-doubling.
ABAAABABABAAABAAABAAABABABAAABAB . . .
A′B′A′A′ . . .
El ca´lculo de los modos normales de vibracio´n para estas agrupaciones parece dar
cuenta del espectro para el caso en que MA > MB, tal y como muestra la figura
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3.53. En ella aparece el coeficiente de Lyapunov para dos ejemplos en los que
MA > MB, y se ha representado en cada caso el valor de los modos normales de
vibracio´n para los bloques A′ y B′ indicados. La coincidencia es pra´cticamente
exacta, tal y como ocurre para otros ejemplos estudiados y que no aparecen aqu´ı.
De esta manera, tal y como ocurr´ıa con la secuencia de Fibonacci, el hecho
de que el papel de los a´tomos de tipo A y B sea distinto en la secuencia, tiene
como consecuencia que cambie el esquema de bloques elementales al variar el valor
relativo de las masas. Esto no ocurr´ıa para el caso Thue-Morse debido a que en
esta secuencia A y B juegan un papel sime´trico.
Influencia de las condiciones de contorno
Por u´ltimo, comentar que el ana´lisis del espectro en funcio´n de las condiciones
de contorno para el caso de una secuencia period-doubling, no ofrece ninguna
novedad, como ya ocurriera tanto para Fibonacci como para Thue-Morse.
3.4.4 Ana´lisis de un sistema real: Al/Ag
Se presenta a continuacio´n, y a modo de resumen, una gra´fica de KA/KI frente
a MA/MB. En la figura 3.54 aparecen representados como puntos algunos de los
ejemplos analizados para la secuencia period-doubling. Al igual que ocurr´ıa con
las anteriores secuencias, la l´ınea horizontal marcada representa el caso del modelo
diagonal, y la l´ınea vertical lo que ser´ıa una aproximacio´n al modelo off-diagonal,
mucho menos interesante en este caso, como se puso de manifiesto anteriormente.
Figura 3.54. Diagrama KA/KI frente a MA/MB. Aparecen valores de los para´metros
para diferentes ejemplos estudiados, incluyendo los casos Al/Ag y Ag/Al
Sobre la gra´fica aparecen marcados con una l´ınea continua aquellos valores de
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los para´metros que dan lugar a la superposicio´n de modos a altas frecuencias y
que tiene como consecuencia la aparicio´n de un elevado coeficiente de transmisio´n
para esa parte del espectro. A cada lado de la zona vertical que separa los casos
en los que la masa de A es menor que la de B, o viceversa, se ha indicado el tipo
de bloques elementales que dan cuenta de las diferentes bandas y subbandas que
aparecen en el espectro.
Es ahora el momento de considerar el sistema Al/Ag cuyos valores de los
para´metros ya se han dado con anterioridad (tabla 3.1). En la figura 3.54 se
han incluido tambie´n los puntos correspondientes a los sistemas Al/Ag y Ag/Al
(puntos ma´s gruesos).
Figura 3.55. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para los casos Al/Ag
y Ag/Al, en una secuencia period-doubling de orden 9
El espectro para ambos casos aparece representado en la figura 3.55. Puede
apreciarse tanto la amplitud de las bandas prohibidas, como el gran valor para el
coeficiente de Lyapunov, a altas frecuencias, motivados por el gran contraste en
el valor de las masas. Por lo dema´s, el espectro para estos sistemas es similar a
lo ya presentado para la secuencia period-doubling, es decir, a bajas frecuencias
se tiene un esquema similar al visto en otras secuencias, principalmente en el caso
Fibonacci, mientra a frecuencias medias y altas aparecen bandas ma´s estrechas
con un coeficiente de transmisio´n considerablemente menor.
Queda ahora por dilucidar si el esquema de bloques propuesto explica, tambie´n
en estos casos, el espectro del sistema.
En la figura 3.56 se reprenta el coefiente de Lyapunov y los modos normales de
vibracio´n para los bloques indicados. En el caso de que MA < MB ser´ıan:
A′ = BAAAB
B′ = BABAB
A′′ = B′A′A′A′B′ = BABABAAABAAABAAABABAB
B′′ = B′A′B′A′B′ = BABABAAABABABAAABABAB
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Figura 3.56. Coeficiente de Lyapunov para una secuencia period-doubling de orden 9 y
modos normales de vibracio´n para los bloques propuestos, en los casos Al/Ag y
Ag/Al
El resto de bloques A′′′ y B′′′ seguir´ıan el mismo esquema. Esta es la situacio´n que
se presenta para el sistema Al/Ag, puesto que la masa de Al es menor que la de
Ag.
En el caso de que MA > MB, se tendr´ıan bloques elementales diferentes:
A′ = ABABABA
B′ = AAABAAABAAA
En este caso los bloques A′′ y B′′ ser´ıan mucho ma´s grandes y por eso sus modos
normales de vibracio´n no se han incluido en la figura.
Como puede apreciarse en ambas gra´ficas, la coincidencia entre los modos de
vibracio´n asociados a ambos esquemas de bloques, y el espectro de los sistemas es
absoluta, tal y como ocurr´ıa con las secuencias de Fibonacci y Thue-Morse.
3.4.5 Ma´s de un a´tomo por bloque de material
Se considera ahora una cadena period-doubling en la que cada bloque de tipo A
esta´ formada por NA a´tomos y cada bloque de tipo B por NB, como se ha visto
en los casos anteriores para Fibonacci y Thue-Morse.
En la figura 3.57 se presentan los resultados obtenidos para un sistema con
MA = 1.0, MB = 2.0, KA = 1.25, KB = 1.75 y KI = 1.5, para diferentes valores
de NA y NB.
Los resultados que se obtienen son similares a los presentados para las se-
cuencias de Fibonacci y Thue-Morse. En primer lugar, puede observarse co´mo al
aumentar el nu´mero de a´tomos aumenta el nu´mero de bandas principales. En se-
gundo lugar, se aprecia una disminucio´n del coeficiente de Lyapunov y un aumento
del coeficiente de transmisio´n.
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Figura 3.57. Espectro al variar el nu´mero de a´tomos en una cadena period-doubling de
orden 9
Estos son los efectos ma´s destacados y queda ahora por ver co´mo se explican
y que´ importancia pueden tener.
Como en casos anteriores, el aumento del nu´mero de bandas puede explicarse a
ra´ız del esquema de bloques propuesto para esta secuencia. Es decir, al aumentar
el nu´mero de a´tomos de los bloques elementales, aumentara´ su nu´mero de modos
normales de vibracio´n y por tanto el nu´mero de bandas principales asociadas con
ellos. Para el caso en que MA < MB, si se toma NA = 2, NB = 1, los bloques
elementales pasan a ser:
A′ = BAAAAAAB
B′ = BAABAAB
A′′ = B′A′A′A′B′ = BAABAABAAAAAABAAAAAABAAAAAABAABAAB
B′′ = B′A′B′A′B′ = BAABAABAAAAAABAABAABAAAAAABAABAAB
De esta manera, al aumentar el nu´mero de a´tomos de los bloques elementales,
aumentara´ tambie´n el nu´mero de bandas y subbandas.
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Figura 3.58. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n y modos normales para una
cadena period-doubling de orden 9 con NA = 2, NB = 1
En la figura 3.58 se han representado los modos normales de vibracio´n de los
bloques elementales para uno de los ejemplos de la figura 3.57, con NA = 2 y
NB = 1. Se aprecia, la coincidencia entre modos normales de vibracio´n y la
estructura de bandas y subbandas del espectro, que es casi perfecta, reforzando de
esta manera, y como ya se mostro´ para Fibonacci y Thue-Morse, la interpretacio´n
del espectro mediante un esquema de bloques.
3.5 Conclusiones
En el presente cap´ıtulo se han presentado los resultados del estudio de vibraciones
en cadenas de Fibonacci, Thue-Morse y period-doubling. Para ello se ha traba-
jado principalmente con el tratamiento de la matriz de transferencia y dentro del
modelo general desarrollado en el cap´ıtulo anterior. Se exponen a continuacio´n
las principales conclusiones que pueden obtenerse y que suponen una novedad con
respecto a los resultados obtenidos por otros autores en este campo.
1. Se ha profundizado en la dependencia del espectro de frecuencias con el
valor de los para´metros. Aparte de algunos rasgos t´ıpicos, se obtiene, que
para ciertos valores de masas y constantes de fuerza, existe superposicio´n de
algunas bandas, principalmente en la zona alta del espectro, dando lugar a
una banda ma´s ancha de lo normal y con un valor alto e inusual del coeficiente
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de transmisio´n para esa zona del espectro. En el caso de Fibonacci, se obtiene
incluso una expresio´n anal´ıtica para los para´metros del sistema que dan lugar
a este efecto, y en otras secuencias, como Thue-Morse, donde es ma´s de´bil, o
period-doubling, no se puede obtener dicha expresio´n formalmente, aunque
s´ı de forma aproximada.
2. Tambie´n aparecen diferencias al variar los valores de los para´metros, en la
interpretacio´n del espectro de vibraciones mediante un esquema de bloques
elementales. A excepcio´n de la cadena de Thue-Morse, dada su simetr´ıa
al invertir A y B, las secuencias de Fibonacci y period-doubling muestran
esquemas de bloques diferentes segu´n sea MA < MB o MA > MB.
3. Tanto el efecto de superposicio´n de modos, como las diferentes agrupaciones
ba´sicas segu´n MA < MB o MA > MB, refuerzan la interpretacio´n que asocia
las bandas permitidas del espectro con los modos normales de vibracio´n de
ciertos bloques elementales [224]. Adema´s se ha mostrado para las diferentes
secuencias estudiadas co´mo esos bloques ba´sicos pueden agruparse en bloques
mayores siguiendo un patro´n autosimilar, cuyos modos normales dan cuenta
de las diferentes subbandas del espectro. De esta manera, se obtiene una
interpretacio´n clara y sencilla de la estructura del espectro de vibraciones en
secuencias cuasiregulares.
4. Suponer diferentes condiciones de contorno no aporta nada al espectro del
sistema, ya que se obtienen resultados casi ide´nticos a los que ofrecen las
condiciones de contorno perio´dicas.
5. Una de las principales novedades del modelo que se ha considerado es la posi-
bilidad de que cada bloque de material A o B tenga ma´s de un a´tomo. De
esta manera, la cadena se asemeja a lo que ser´ıa la representacio´n unidimen-
sional de una heteroestructura cuasiregular en su direccio´n de crecimiento.
Los resultados obtenidos muestran co´mo al aumentar el nu´mero de a´tomos
aumenta el nu´mero de bandas permitidas, observa´ndose tambie´n un aumen-
to del coeficiente de transmisio´n en ciertas bandas y una disminucio´n del
coeficiente de Lyapunov en los gaps.
El esquema de bloques elementales propuesto para cada secuencia da cuenta
tambie´n del espectro que aparece en este caso. Puesto que ahora los bloques
elementales constara´n de ma´s a´tomos, estos dara´n lugar a un mayor nu´mero
de modos normales de vibracio´n, lo que se traduce en un aumento del nu´mero
de bandas permitidas en el espectro.
Estos resultados refuerzan tambie´n la interpretacio´n mediante un esquema
de bloques elementales.
Por otra parte, el hecho de que haya un mayor nu´mero de bandas favorece la
superposicio´n de algunas de ellas, dando lugar a un aumento del coeficiente
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de transmisio´n en ciertas zonas del espectro. As´ı, el nu´mero de a´tomos se
muestra como un para´metro de disen˜o ma´s para estas estructuras en el caso
de posibles aplicaciones.
El estudio del espectro en funcio´n del nu´mero de a´tomos tambie´n deja claro
que conforme aumenta el nu´mero de a´tomos, los rasgos caracter´ısticos del
espectro de los sistemas cuasiregulares se van atenuando.
6. Al introducir valores arbitrarios para las masas y constantes de fuerza se
obtiene un visio´n general del espectro en funcio´n de dichos para´metros.
Algunas de estas caracter´ısticas han quedado plasmadas en el diagrama
KA/KI −MA/MB, que se ha introducido para las diferentes secuencias es-
tudiadas. En e´l se muestra co´mo el modelo on-site es un caso particular del
modelo general. Tambie´n permite caracterizar sobre la gra´fica que´ valores
de los para´metros dan lugar a la superposicio´n de modos, y cua´l es el esque-
ma de bloques elementales en funcio´n del valor relativo de las masas. Por
u´ltimo, el diagrama KA/KI−MA/MB, permite delimitar aquellos valores de
los para´metros que se alejan de lo que ser´ıa un sistema f´ısico real.
7. En relacio´n con el punto anterior hay que sen˜alar que a la hora de fabricar una
heteroestructura real no se tiene la libertad que ofrece el ca´lculo nume´rico,
puesto que las masas y constantes vienen determinadas por los materiales que
se utilicen, y el abanico de posibilidades se estrecha. En este sentido se ha
querido simular un sistema unidimensional real, considerando los materiales
Al y Ag.
Los valores de los para´metros que se han tomado para este sistema se han
incluido dentro del diagrama KA/KI −MA/MB, para poder relacionarlo con
los valores arbitrarios que se han introducido con anterioridad.
El estudio de los sistemas Al/Ag y Ag/Al presenta los rasgos caracter´ısticos
de la secuencia considerada, tanto en lo que se refiere a su espectro como a
sus desplazamientos, verificando, adema´s, los diferentes esquemas de bloques
elementales propuestos. De esta manera se extienden los resultados generales
obtenidos a sistemas con valores realistas de los para´metros.
8. Los resultados obtenidos para cadenas unidimensionales, y que se acaban
de exponer, no se limitan a la secuencia de Fibonacci, sino que tambie´n se
han extendido a las secuencias de Thue-Morse y period-doubling, con las
particularidades que se han ido sen˜alando a lo largo de todo el cap´ıtulo,
propias de cada secuencia. De esta manera, las conclusiones que se obtienen
afectan a tres de las secuencias ma´s estudiadas hasta la fecha.
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Se pretende ahora hacer un breve estudio de las propiedades electro´nicas de los
sistemas cuasiregulares unidimensionales, siguiendo el formalimo de la matriz de
transferencia y el modelo general presentado en el Cap´ıtulo 2. Se analizara´ el espec-
tro de diferentes estructuras unidimensionales, para las secuencias de Fibonacci,
Thue-Morse y period-doubling, tanto en el caso de un a´tomo por bloque de ma-
terial, NA = NB = 1, como en el caso en que ambos para´metros sean mayores
que uno. A continuacio´n se presentan, a modo de introduccio´n, las caracter´ısticas
ma´s importantes del comportamiento de electrones en un sistema de Fibonacci.
Posteriormente se ampliara´ ese estudio y se considerara´n otras secuencias.
4.1 Introduccio´n
Las propiedades electro´nicas de estructuras cuasiregulares, principalmente Fibonac-
ci, han sido estudiadas en profundidad en los u´ltimos an˜os, desde diferentes puntos
de vista [45,47,49,70,73,95,185,223,239–253]. Se han estudiado tambie´n algunas
propiedades termodina´micas, como el calor espec´ıfico [89,254–256]. La mayor´ıa de
trabajos se han realizado dentro de la aproximacio´n del enlace fuerte, suponien-
do un solo electro´n por a´tomo e ignorando la interaccio´n electro´n-electro´n y el
acoplamiento esp´ın-o´rbita. Tambie´n existen modelos ma´s elaborados en los que s´ı
se tienen encuenta algunas de estas interaccio´nes [202–207].
Siguiendo el desarrollo matema´tico del Cap´ıtulo 2, la ecuacio´n de movimiento,
para el caso de electrones, es:
(E − Vn)Ψn = tn,n+1Ψn+1 + tn,n−1Ψn−1 (4.1)
y su tratamiento mediante la matriz de transferencia ya fue expuesto all´ı.
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Secuencia de Fibonacci
Entre las propiedades ma´s destacadas en el caso de una secuencia de Fibonacci,
hay que destacar la alta fragmentacio´n del espectro, que muestra un patro´n de
trifurcacio´n parecido al que se obten´ıa para vibraciones. Se dice que el espectro
es autosimilar puesto que cada banda se dividen en tres subbandas y cada una
de estas a su vez se divide en otras tres, y as´ı sucesivamente [49, 70, 226], dando
lugar as´ı a un espectro continuo singular [31] que en el l´ımite infinito se reduce a
un espectro tipo Cantor [45–47,51].
Sin embargo, hay que sen˜alar que la autosimilitud no es estricta [84, 222] y
que adema´s, el nu´mero de bandas principales dependera´ del modelo que se util-
ice [49, 53, 222, 223]. Al igual que ocurr´ıa para vibraciones, existen tres tipos de
modelos, que presentan resultados similares pero no ide´nticos. Los modelos diag-
onales consideran las integrales de transferencia tn constantes a lo largo de toda
la estructura y son los potenciales Vn los que siguen la secuencia cuasiregular. En
este caso el espectro de energ´ıas presenta cuatro bandas principales, cada una de
las cuales se divide en tres subbandas, siguiendo el esquema de trifurcacio´n ya co-
mentado [45,51]. En los modelos off-diagonales son las integrales de transferencia
las que siguen la secuencia considerada, mientras que los potenciales se consideran
constantes a lo largo de toda la estructura. Aqu´ı el espectro puede presentar tres
bandas principales (si tA < tB) o cinco (si tA > tB) [49]. En ambos casos, cada
una de las bandas sigue tambie´n el t´ıpico patro´n de trifurcacio´n.
El modelo general, que sera´ el que se utilice en lo que sigue, viene a representar,
tal y como ocurr´ıa en el caso de vibraciones, un visio´n ma´s pro´xima a un sistema
f´ısico real [38,257,258]. Son los potenciales los que siguen la secuencia cuasiregular,
y las integrales de transferencia no son constantes a lo largo de la estructura sino
que toman un valor u otro dependiendo de si los a´tomos vecinos son del mismo
tipo o no: entre dos a´tomos de tipo A se tendra´ tA, entre dos de tipo B se tendra´
tB, y entre uno de tipo A y otro de tipo B, o viceversa, tI , cuyo valor sera´ la media
aritme´tica de tA y tB.
En la figura 4.1 se representa el coeficiente de Lyapunov para una secuencia de
Fibonacci de orden 13, que tendra´ un total de 377 a´tomos, de los cuales, 233 sera´n
de tipo A y 144 de tipo B. Los para´metros de este sistema, que sigue el modelo
general, son εA = −1, εB = 1, tA = 1.4, tB = 1.6 y tI = 1.5. Se puede observar la
presencia de cuatro bandas principales [243], a las que se ha denominado a, b, c y
d, separadas por tres gaps.
El patro´n autosimilar que sigue el espectro para la secuencia de Fibonacci puede
apreciarse en la figura 4.2. En la gra´fica de la izquierda se ha ampliado la banda d,
y puede apreciarse como se divide en tres subbandas a las que se ha denominado
d1, d2 y d3. Si se ampl´ıa una de estas subbandas, por ejemplo d2, se aprecia
co´mo a su vez se divide en tres subsubbandas, a las que se llamara´ d21, d22 y d23
(gra´fica de la derecha). Para estas subsubbandas ya no se distingue tan claramente
el patro´n de trifurcacio´n, pero esto es debido u´nicamente al taman˜o finito del
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Figura 4.1. Coeficiente de Lyapunov para una estructura de Fibonacci F13 de acuerdo
con el modelo general
Figura 4.2. Ampliaciones de la banda d y de una de las subbandas de e´sta, en la que se
aprecia el t´ıpico patro´n de trifurcacio´n
sistema. Cuanto mayor sea el taman˜o del sistema ma´s fina sera´ la estructura de
las diferentes subbandas, y sera´ en el l´ımite infinito cuando pueda decirse que el
espectro presenta una estructura de tipo Cantor.
Existen estudios ma´s rigurosos [65, 202–206, 259] basados en un hamiltoniano
sp3s∗, que incluye interaccio´n a primeros vecinos y acoplamiento esp´ın-o´rbita. Se
estudia el punto Γ¯ de la heteroestructura, pues es el mejor candidato a mostrar
las caracter´ısticas del espectro de un sistema cuasiregular. Los ca´lculos se realizan
mediante la versio´n del me´todo de empalme de la funcio´n de Green de superfi-
cie (SGFM) adaptada para tratar con un nu´mero arbitrario N de intercaras no
equivalentes, que se explico´ en el Cap´ıtulo 2.
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El resultado ma´s importante que se obtiene a partir de estos estudios es la
ausencia de trifurcacio´n en el espectro de una estructura de Fibonacci, y puede ex-
plicarse debido a la complicacio´n del modelo. La existencia de varios orbitales
puede ser equivalente al caso de ondas ela´sticas sagitales [90], donde la frag-
mentacio´n del espectro puede apreciarse solo despue´s de separar las componentes
longitudinales y transversales.
Los resultados para estos modelos coinciden razonablemente bien con los es-
tudios experimentales de la estructura electro´nica en superredes de Fibonacci
(GaAs/AlAs) mediante espectroscopia fotoluminiscente [260].
Se pone as´ı de manifiesto que los modelos unidimensionales no son una rep-
resentacio´n exacta de las heteroestructuras cuasiregulares crecidas experimental-
mente, puesto que destacan por su fragmentacio´n y trifurcacio´n, que no aparecen
en modelos ma´s complejos con varios orbitales.
El hecho de que los electrones en sistemas cuasiregulares hayan sido ya ampli-
amente estudiados y que, como se acaba de ver, los modelos simples, como el que
aqu´ı se utiliza, no tengan en cuenta muchos de los factores que afectan al estudio
de este tipo de excitacio´n elemental, va a hacer que el estudio del presente cap´ıtulo
no sea tan detallado como lo fue el anterior dedicado a vibraciones.
Se pretende aqu´ı aplicar el tratamiento basado en la matriz de transferencia
que se desarrollo´ en el Cap´ıtulo 2, al estudio de electrones en diferentes sistemas
cuasiregulares. El objetivo es doble. Por un lado se analizara´n, adema´s de la
secuencia de Fibonacci, para la que ya se han presentado sus resultados ma´s im-
portantes, otras dos secuencias, como son la de Thue-Morse y la period-doubling.
Se estudiara´n sus rasgos propios y aquellos que comparten con otras secuencias.
Por otro lado, se pretende analizar, para todas las secuencias sen˜aladas, el com-
portamiento de los electrones en sistemas con ma´s de un a´tomo por bloque de
material [222].
4.2 Sistemas de Fibonacci, Thue-Morse y period-
doubling
4.2.1 Fibonacci
Las figuras 4.1 y 4.2 han mostrado los rasgos ma´s significativos del espectro de
un sistema de Fibonacci. Al igual que ocurr´ıa en el caso de vibraciones, esos
rasgos dependera´n, en cierto modo, del valor de los para´metros, as´ı como del
modelo elegido. Las variaciones debidas al tipo de modelo ya se han comentado en
el apartado de introduccio´n y adema´s no sera´n interesantes aqu´ı, puesto que los
modelos diagonales y off-diagonales, pueden valer como una primera aproximacio´n,
pero esta´n ma´s alejados de las estructuras que aqu´ı se consideran. Por este motivo
se utilizara´ el modelo general en todos los casos. Las variaciones con los para´metros
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pueden ser algo ma´s interesantes, aunque, como ocurr´ıa para vibraciones, no se
alejan mucho de las caracter´ısticas generales ya expuestas.
Figura 4.3. Coeficiente de Lyapunov y coeficente de transmisio´n para una estructura de
Fibonacci F13 de acuerdo con el modelo general
En la figura 4.3 se presenta el coeficiente de Lyapunov y el coeficiente de trans-
misio´n para el mismo sistema de Fibonacci estudiado anteriormente, con εA = −1,
εB = 1, tA = 1.4, tB = 1.6 y tI = 1.5. Se pueden observar varias caracter´ısticas
del espectro que dependera´n de los valores de los para´metros considerados:
• Puesto que εA = −εB y la diferencia entre tA y tB es pequen˜a, el espectro
aparece bastante centrado en torno al cero de energ´ıa. Es una propiedad
general que el espectro aparezca centrado en el valor intermedio ( εA+εB
2
),
sufriendo ligeras variaciones en funcio´n de la diferencia entre tA y tB.
• Se aprecia tambie´n que los tres gaps principales siguen un taman˜o escalonado,
siendo el primero ma´s pequen˜o y el u´ltimo el ma´s grande. La diferencia entre
el taman˜o de los gaps va a depender principalmente de la diferencia entre los
valores de tA y tB.
• El taman˜o medio de los gaps (y no la diferencia entre ellos) dependera´ prin-
cipalmente de la diferencia entre εA y εB. Para una diferencia fija entre estos
dos para´metros, se tiene que valores de tA y tB bajos dan lugar a un aumento
del taman˜o de los gaps, mientras que valores altos provocan una disminucio´n
de dicho taman˜o.
• Por otra parte el coeficiente de transmisio´n presenta valores considerables
en las cuatro bandas del espectro, y sin muchas diferencias entre ellas. Esto
difiere de lo que ocurr´ıa para vibraciones, donde el coeficiente de transmisio´n
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era alto para frecuencias medias y bajas, mientras que normalmente era muy
bajo para frecuencias altas. En general, el coeficiente de transmisio´n sera´
ma´s alto para aquellas bandas permitidas ma´s amplias y que presenten un
coeficiente de Lyapunov ma´s bajo.
A continuacio´n se muestran dos ejemplos que difieren de forma apreciable del
sistema que se ha tomado como ejemplo (figura 4.4).
Figura 4.4. Coeficiente de Lyapunov y coeficente de transmisio´n para dos estructuras
de Fibonacci F13 con los para´metros que se indican
La figura de la izquierda muestra los resultados para un sistema con para´metros
εA = −1, εB = 1, tA = 1, tB = 2 y tI = 1.5. La u´nica diferencia de este sistema
con el que se ha tomado como ejemplo es que la diferencia entre las integrales de
transferencia para A y B es mayor. Esto tiene consecuencias sobre la diferencia en
el taman˜o de los gaps. En este caso las bandas a y b aparecen pra´cticamente juntas,
pareciendo formar una sola banda, mientras que el gap que separa las bandas c y
d ha aumentado considerablemente su taman˜o. Estos cambios afectan sobre todo
al coeficiente de transmisio´n. Si antes era muy similar en las cuatro bandas, ahora
presenta un valor cercano a la unidad para muchas de las energ´ıas de las bandas
a y b, mientras que para la banda d es casi despreciable. La banda c mantiene un
comportamiento similar al citado ejemplo. Puesto que los valores de los potenciales
siguen siendo εA = −1y εB = 1, el espectro sigue centrado aproximadamente en el
0.
La figura de la derecha representa otro caso particular. Sus para´metros son
εA = −1, εB = 1, tA = 0.8, tB = 0.6 y tI = 0.7. Puesto que no var´ıan las energ´ıas
orbitales el espectro sigue centrado en el cero de energ´ıa. La diferencia entre el
taman˜o de los tres gaps no es excesiva, puesto que las integrales de transferencia no
difieren mucho entre s´ı. La cuestio´n principal esta´ en que en este ejemplo el valor
de dichas integrales es menor que en los anteriores, de ah´ı que haya aumentado el
taman˜o de los gaps, mientras se ha reducido el de las cuatro bandas permitidas.
La consecuencia directa de esto es que el coeficiente de transmisio´n en este caso
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es despreciable en todas las bandas permitidas. De hecho, casi no se aprecia en la
figura.
Estos dos ejemplos muestran co´mo una variacio´n no excesivamente grande en
el valor de los para´metros puede dar lugar a propiedades bastante diferentes. Uno
de ellos presenta una banda con un coeficiente de transmisio´n bastante elevado,
mientras que el otro tiene un valor casi nulo para todos los valores de la energ´ıa.
4.2.2 Thue-Morse
Para estudiar el comportamiento de los electrones en un sistema de Thue-Morse,
se tomara´ como ejemplo un sistema con los mismos para´metros que se eligieron
en el caso de Fibonacci: εA = −1, εB = 1, tA = 1.4, tB = 1.6 y tI = 1.5. En
este caso se elige una cadena de Thue-Morse de orden 9, TM9, que contara´ con un
total de 512 a´tomos, de los que 256 sera´n de tipo A y otros tantos de tipo B. El
espectro de energ´ıas en sistemas de Thue-Morse no ha sido tan estudiado como el
de Fibonacci, aunque si se pueden citar algunos trabajos al respecto [39,52,58,60,
82,99,184,235–237,240,261,262]. Se pretende aqu´ı mostrar, a grandes rasgos, sus
caracter´ısticas ma´s importantes.
Figura 4.5. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una estructura
de Thue-Morse TM9 segu´n el modelo general
En la figura 4.5 se representan los coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n
para el sistema descrito. Al igual que ocurr´ıa para vibraciones, la primera carac-
ter´ıstica del espectro de un sistema de Thue-Morse es que no es tan fa´cil identificar
unas bandas principales, y las consiguientes subbandas. En un principio, parece
haber cinco gaps, con una cierta fragmentacio´n en sus extremos, y entre los cuales
aparecen diferentes bandas permitidas, bastante estrechas, pero con un valor con-
siderable del coeficiente de transmisio´n en algunas de ellas.
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Las caracter´ısticas del espectro en funcio´n de los para´metros, parecen seguir
pautas similares a las que se explicaron para el caso de Fibonacci. Puede observarse
co´mo la diferencia entre el taman˜o de los gaps no es excesivamente grande, co´mo
el espectro aparece aproximadamente centrado en el cero de energ´ıa, y como la
estructuras de las bandas permitidas y el valor del coeficiente de transmisio´n es
similar en los diferentes rangos de energ´ıas.
Figura 4.6. Ampliacio´n del coeficiente de Lyapunov en un entorno del origen, donde se
muestra el cara´cter sime´trico del espectro
Llama tambie´n la atencio´n el cara´cter sime´trico del espectro con respecto al
cero de energ´ıas. Esto puede apreciarse a la perfeccio´n en una imagen ampliada del
coeficiente de Lyapunov cerca del origen (figura 4.6). La l´ınea que se ha dibujado
sobre la figura marca lo que ser´ıa el plano de simetr´ıa del coeficiente de Lyapunov,
muy cerca del cero de energ´ıas. Esta simetr´ıa, parece estar relacionada con el
cara´cter sime´trico de la propia secuencia de Thue-Morse.
Para poder apreciar algunos rasgos ma´s del espectro en funcio´n de los para´metros,
se representara´n dos sistemas ma´s, cuyos para´metros son tambie´n los mismos que
se eligieron en el caso de Fibonacci.
En la figura 4.7 se muestran los coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n para
dichos sistemas. La gra´fica de la izquierda muestra los resultados para el sistema
con para´metros εA = −1, εB = 1, tA = 1, tB = 2 y tI = 1.5. En este caso, la
diferencia entre las integrales de transferencia de los materiales A y B es mayor
que en el ejemplo anterior, y eso hace que aumente, como ocurr´ıa para sistemas de
Fibonacci, la diferencia entre el taman˜o de los gaps a la izquierda y a la derecha
del cero de energ´ıas. Adema´s, la simetr´ıa ya no es tan evidente y el espectro se
ha desplazado del origen. Por u´ltimo, y como tambie´n ocurr´ıa para Fibonacci, a
la izquierda del espectro aparece una gran banda con pequen˜os gaps, que muestra
un valor del coeficiente de transmisio´n bastante elevado.
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Figura 4.7. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n para dos estructuras TM9 con
diferentes valores para los para´metros
El segundo ejemplo se representa en la gra´fica de la derecha de la figura 4.7,
y sus valores para los para´metros son εA = −1, εB = 1, tA = 0.8, tB = 0.6 y
tI = 0.7. Tambie´n aqu´ı los resultados siguen el patro´n previsto. Al elegir unos
valores menores para las integrales de transferencia, ha aumentado el taman˜o de
los gaps y se ha reducido el de las bandas permitidas. En este caso y a diferencia de
lo que ocurr´ıa en el mismo ejemplo para la secuencia de Fibonacci, existen ciertos
estados aislados con valores ma´s que apreciables del coeficiente de transmisio´n.
4.2.3 Period-doubling
No son muchos los trabajos que analicen el comportamiento de los electrones en
secuencias period-doubling [263]. Se van a estudiar aqu´ı los mismos ejemplos que
para las dos secuencias anteriores, con la intencio´n de exponer las caracter´ısticas
principales del espectro de eneg´ıas para electrones en este tipo de sistemas.
Se considera una cadena period-doubling de orden 9, PD9, con un total de 512
a´tomos, como en el caso de Thue-Morse, pero ahora 341 sera´n de tipo A y 171 de
tipo B (Ape´ndice A).
En la figura 4.8 se presenta el coeficiente de Lyapunov y el coeficiente de trans-
misio´n para el sistema con valores para los para´metros: εA = −1, εB = 1, tA = 1.4,
tB = 1.6 y tI = 1.5. A diferencia de los sistemas de Fibonacci y Thue-Morse con
estos mismos valores de los para´metros, el espectro para period-doubling no es
similar en los diferentes rangos de energ´ıas. Parece haber una gran banda doble
entre los valores (−2,−1), con ciertos rasgos de trifurcacio´n, pero el resto del es-
pectro presenta grandes gaps con pequen˜as bandas permitidas, con un aspecto
muy similar al caso de Thue-Morse. El coeficiente de transmisio´n adquiere valores
cercanos a la unidad tanto en la gran banda antes citada como en las bandas ma´s
estrechas. Tambie´n en esto se parece a Thue-Morse.
Los coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n para otros dos ejemplos se mues-
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Figura 4.8. Coeficiente de Lyapunov y coeficente de transmisio´n para una estructura
period-doubling PD9 de acuerdo con el modelo general
Figura 4.9. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para dos estructuras
period-doubling PD9 con diferentes valores para los para´metros
tran en la figura 4.9. La gra´fica de la izquierda pertene al sistema con para´metros:
εA = −1, εB = 1, tA = 1, tB = 2 y tI = 1.5. Su comportamiento entra dentro
de lo esperado, mostrando una gran banda, con cierta fragmentacio´n, en la parte
izquierda del espectro, y con un coeficiente de transmisio´n muy cercano a la unidad
para muchos valores de la energ´ıa. Hay que recordar que los sistemas de Fibonacci
y Thue-Morse con estos mismos valores para los para´metros, mostraban un com-
portamiento similar, aunque para period-doubling es todav´ıa ma´s acentuado.
La gra´fica de la derecha se obtiene para el sistema con valores: εA = −1,
εB = 1, tA = 0.8, tB = 0.6 y tI = 0.7. Se aprecia co´mo al disminuir el valor de
las integrales de transferencia, aumenta el valor de los ma´ximos del coeficiente de
Lyapunov, aumentando as´ı el taman˜o de los gaps y disminuyendo el de las bandas
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permitidas. Aun as´ı, sigue apareciendo una banda de taman˜o considerable y con
alto valor para el coeficiente de transmisio´n.
4.3 Estructuras con ma´s de un a´tomo por bloque
de material
Al igual que se hizo en el caso de vibraciones, se va a aplicar ahora la exten-
sio´n del modelo general que permite considerar ma´s de un a´tomo por bloque de
material, y que fue desarrollada en el Cap´ıtulo 2. Se han estudiado ya modelos
unidimensionales para una secuencia de Fibonacci, en los que se supon´ıa ma´s de
un a´tomo por bloque de material [207, 222]. Estos trabajos ponen de manifiesto
que la autosimilitud de los sistemas de Fibonacci no es tan estricta como parece,
y que algunos teoremas [264], que se basan en condiciones muy restrictivas sobre
el modelo teo´rico, no pueden generalizarse fa´cilmente. Tambie´n se apunta, como
se ha podido ver en el apartado anterior, que la influencia de los para´metros del
modelo sobre el espectro electro´nico, no es despreciable.
Se pretende aqu´ı ampliar este estudio, mediante el formalismo de la matriz de
transferencia, que va a permitir representar tanto el coeficiente de Lyapunov como
el de transmisio´n y que aportara´n ma´s informacio´n sobre este tipo de sistemas.
Adema´s del caso ya estudiado de Fibonacci. Se considerara´n las secuencias de
Thue-Morse y period-doubling.
4.3.1 Fibonacci
Se supone una estructura unidimensional que sigue la secuencia de Fibonacci, y en
la que cada bloque de material A estara´ formado por NA a´tomos, y cada bloque
B por NB, tal y como se ha considerado hasta ahora. Se supondra´n sistemas con
los mismos valores para los para´metros que se vieron en el apartado anterior.
En primer lugar se considera un sistema cuyos valores para los para´metros son
εA = −1, εB = 1, tA = 1.4, tB = 1.6 y tI = 1.5.
Se consideran dos estructuras de Fibonacci con esos valores para los para´metros.
La primera es una secuencia de orden 13 con NA = NB = 1. En este caso se tienen
un total de 377 a´tomos, 233 de tipo A y 144 de tipo B. La segunda estructura
sera´ F10 con NA = 5 y NB = 3. Aunque el taman˜o de la secuencia de orden 10
es considerablemente menor, habr´ıa 89 bloques en total, siendo 55 de tipo A y 34
de tipo B, al considerar esos valores para NA y NB, el taman˜o es similar al de la
estructura anterior. En este caso habr´ıa tambie´n 377 a´tomos, siendo 275 de tipo
A y 102 de tipo B.
En la figura 4.10 se representan los coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n
para estos dos ejemplos. La gra´fica de la izquierda se ha presentado ya anterior-
mente. La gra´fica de la derecha muestra los resultados para el nuevo sistema. Se
aprecia en ella co´mo han desaparecido muchos de los rasgos que caracterizaban
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Figura 4.10. Coeficiente de Lyapunov y coeficente de transmisio´n para una estructura
F13 con NA = NB = 1, y otra F10 con NA = 5 y NB = 3. Se suponen los mismos
valores para los para´metros en los dos casos
al sistema con NA = NB = 1. Aparecen ahora muchas bandas, cuesta distinguir
algunas bandas principales y secundarias, el patro´n de trifurcacio´n desaparece
en algunas bandas, y el coeficiente de transmisio´n adquiere valores cercanos a
la unidad para muchos estados de la parte central del espectro, mientras que es
pra´cticamente nulo en el resto.
Estas caracter´ısticas no deben causar sorpresa pues ya se obtuvo algo parecido
en el caso de vibraciones al aumentar el nu´mero de a´tomos por material.
Se considera a continuacio´n otro ejemplo con valores para los para´metros ya
utilizados anteriormente: εA = −1, εB = 1, tA = 1.0, tB = 2.0 y tI = 1.5.
Se presentan los resultados para cuatro estructuras con diferentes valores para el
nu´mero de a´tomos. Adema´s del caso F13 con NA = NB = 1 y F10 con NA = 5,
NB = 3, se consideran otros dos para F10: NA = 1, NB = 4 y NA = 4, NB = 1.
En el primero se tienen 191 a´tomos en total, 55 de tipo A y 136 de tipo B, y en el
segundo habra´ 254, de los cuales 220 sera´n de tipo A y 34 de tipo B.
Los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.11 y completan el ana´lisis
realizado con anterioridad, poniendo de manifiesto la importancia del nu´mero de
a´tomos por bloque de material, en la estructura del espectro del sistema.
Por u´ltimo se considera la estructura con valores para los para´metros: εA =
−1.0, εB = 1.0, tA = 0.8, tB = 0.6 y tI = 0.7, que tambie´n fue estudiada ante-
riormente para NA = NB = 1, y que en aquel caso mostraba unas bandas muy
estrechas y un coeficiente de transmisio´n pra´cticamente nulo a lo largo de toda la
estructura.
En la figura 4.12 se presentan los resultados para ese caso y para el caso con
NA = 5 y NB = 3. Se aprecia co´mo la estructura del espectro sigue las pautas
de ejemplos anteriores. Destaca en este caso que el sistema con NA = NB = 1
ten´ıa un coeficiente de transmisio´n despreciable en todo el espectro, mientras que
el mismo sistema con NA = 5 y NB = 3, presenta una banda con un coeficiente
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Figura 4.11. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n para cuatro sistemas con los
mismos para´metros y diferentes valores del nu´mero de a´tomos NA y NB
Figura 4.12. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una estructura
F13 con NA = NB = 1, y otra F10 con NA = 5 y NB = 3. Se suponen los mismos
valores para los para´metros en los dos casos
cercano a la unidad para muchos de sus estados.
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4.3.2 Thue-Morse
A diferencia de lo que ocurr´ıa para Fibonacci, no se tienen referencias de sistemas
de Thue-Morse con ma´s de un a´tomo por bloque de material, en los que se haya
estudiado el espectro. Se presenta aqu´ı un ejemplo, para el sistema con para´metros:
εA = −1, εB = 1, tA = 1.4, tB = 1.6 y tI = 1.5.
Figura 4.13. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una estructura
TM9 con NA = NB = 1, y otra TM7 con NA = 5 y NB = 3. Se suponen los mismos
valores para los para´metros en los dos casos
En la figura 4.13 se presentan los resultados para una secuencia de Thue-Morse
de orden 9, TM9, con NA = NB = 1, y para una secuencia TM7 con NA = 5 y
NB = 3. El primer sistema tiene un total de 512 a´tomos, siendo 256 de tipo A
y otros tantos de tipo B. La secuencia de Thue-Morse de orden 7 tiene solo 128
elementos, 64 de cada tipo, pero con los valores NA = 5 y NB = 3, el segundo
sistema tendra´ un total 512 a´tomos tambie´n, pero con 320 de tipo A y 192 de tipo
B.
Los resultados para el caso NA = NB = 1 ya han sido presentados. Para el caso
con NA = 5 y NB = 3, se aprecia en la figura 4.13 la formacio´n de un gran nu´mero
de pequen˜as bandas, principalmente en la parte izquierda del espectro, y co´mo en
la parte central se obtienen diferentes bandas, mucho ma´s amplias y en las que
el coeficiente de transmisio´n se acerca much´ısimo a la unidad para muchos de sus
estados. Se observa tambie´n en la parte central del espectro algunos ma´ximos del
coeficiente de Lyapunov que recuerdan a los que se obten´ıan con NA = NB = 1,
sin embargo, esa estructura no se mantiene y se pierde en otras zonas del espectro.
Estos resultados coinciden con los presentados para sistemas de Fibonacci. De
hecho, la figura que se obtiene aqu´ı para sistemas Thue-Morse, es muy similar a
la que se presento´ en la figura 4.10 para una cadena de Fibonacci con los mismos




Tampoco hay referencias hasta la fecha para el estudio de electrones, en sistemas
como los que aqu´ı se consideran, para la secuencia period-doubling. Como en el
caso de Thue-Morse, se presentara´ un sistema a modo de ejemplo con los mismo
para´metros que en aquel caso: εA = −1, εB = 1, tA = 1.4, tB = 1.6 y tI = 1.5.
Figura 4.14. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para una estructura
PD9 con NA = NB = 1, y otra PD7 con NA = 5 y NB = 3. Se suponen los mismos
valores para los para´metros en los dos casos
Se toma como sistema de referencia una estructura period-doubling de orden
9, PD9, con NA = NB = 1. El taman˜o total sera´ de 512 a´tomos, siendo 341 de
tipo A y 171 de tipo B. La estructura a estudiar sera´ una secuencia PD7 con un
total de 128 bloques, de los cuales 85 sera´n A y 43 sera´n B. Considera´ndo NA = 5
y NB = 3, el taman˜o total sera´ de 554 a´tomos, de los que 425 sera´n de tipo A y
129 sera´n de tipo B.
Los resultados aparecen en la figura 4.14 y a grandes rasgos son similares a los
obtenidos para las secuencias de Fibonacci y Thue-Morse. Es decir, aparecen un
gran nu´mero de pequen˜as bandas en la parte izquierda del espectro, mientras que
en el centro aparecen bandas mucho ma´s anchas, algunas de las cuales mantienen
el aspecto que se obten´ıa para NA = NB = 1, mientras en otras desaparece la
estructura secundaria y su coeficiente de transmisio´n se acerca a la unidad para
muchos de sus estados.
4.4 Conclusiones
El estudio del espectro de energ´ıas para electrones en sistemas cuasiregulares pone
de manifiesto muchas de las caracter´ısticas obtenidas por otros autores, como su
alta fragmentacio´n, su cara´cter autosimilar (aunque de un modo cualitativo) y la
importancia del valor de los para´metros en la estructura del espectro.
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Se ha caracterizado tambie´n el espectro de energ´ıas para estructuras menos es-
tudiadas como son las de Thue-Morse y period-doubling, que presentan propiedades
en cierto modo parecidas a los sistemas de Fibonacci, pero donde es ma´s dif´ıcil
distinguir entre estructura primaria y secundaria del espectro.
El ana´lisis de sistemas con ma´s de un a´tomo por bloque de material ha puesto
de manifiesto la importancia de este para´metro en la estructura global del espec-
tro. Principalmente concentra la mayor´ıa de estados permitidos en un zona del
espectro, mientras que el resto esta´ muy fragmentado mostrando una gran canti-
dad de pequen˜as bandas. El coeficiente de transmisio´n tambie´n es muy diferente
en ambas zonas. En las primeras presenta un alto valor para muchos de los valores
de la energ´ıa, mientras que en las segundas es pra´cticamente despreciable.
Estos resultados son va´lidos para los tres tipos de secuencias estudiadas: Fi-
bonacci, Thue-Morse y period-doubling.
Hay que sen˜alar que estos estudios para electrones tienen una relevancia menor
de la que se obten´ıa para vibraciones, pues en este caso el sencillo modelo que se
considera no tiene en cuenta algunas de las caracter´ısticas f´ısicas esenciales para
una descripcio´n realista de los electrones, como el nu´mero mı´nimo de orbitales, la
interaccio´n electro´n-electro´n y el acoplamiento esp´ın-o´rbita.
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Vibraciones en sistemas hı´bridos y
compuestos
5.1 Introduccio´n
Una estructura h´ıbrida o compuesta es aquella que combina bloques cuasiregulares
con bloques perio´dicos, o bloques cuasiregulares diferentes, entre s´ı. Estos sistemas
ya han sido propuestos con anterioridad [153], incluso se ha obtenido que ciertos
tipos de sistemas compuestos presentan respuestas o´pticas complementarias [153],
transmisio´n o´ptica perfecta [154–156] y bandas de reflexio´n total omnidireccional
[157,158]. Estas propiedades aumentan el intere´s de los sistemas h´ıbridos desde el
punto de vista de posibles aplicaciones, y alientan su estudio teo´rico, a partir de
modelos f´ısicos similares a los utilizados en sistemas cuasiregulares.
Las vibraciones en sistemas h´ıbridos o compuestos apenas han sido estudiadas
hasta la fecha, de ah´ı que surja la cuestio´n de si presentara´n un comportamiento
interesante, al igual que ocurre para otras excitaciones elementales.
Existen diferentes formas de obtener sistemas compuestos. En general, aqu´ı se
considerara´n las siguientes.
• Sistemas h´ıbridos formados por un bloque cuasiregular situado entre dos
bloques perio´dicos.
• Sistemas h´ıbridos formados por un bloque perio´dico situado entre dos bloques
cuasiregulares.
• Sistemas formados por dos bloques cuasiregulares similares, crecidos de forma
sime´trica el uno del otro.
• Sistemas formados por dos bloques cuasiregulares similares, pero donde uno
de ellos se obtiene intercambiando A por B y viceversa.
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En todos estos casos la secuencia cuasiregular puede ser cualquiera de las pre-
sentadas anteriormente: Fibonacci, Thue-Morse, period-doubling, Rudin-Shapiro,
etc.
En un principio, lo que se pretende con este tipo de combinaciones es modi-
ficar el espectro de frecuencias de los sistemas cuasiregulares, de manera que sus
propiedades vibracionales puedan variar. As´ı se ampl´ıan las posibilidades de los
sistemas cuasiregulares, pues a la propiedades particulares que presentan habr´ıa
que an˜adir las que pueden presentarse al formar los diferentes tipos de sistemas
compuestos, ampliando as´ı el abanico de posibles aplicaciones para las estructuras
cuasiregulares.
A la hora de estudiar las propiedades de las vibraciones en sistemas compuestos
se utilizara´ el mismo modelo empleado en cap´ıtulos anteriores. Es decir, se con-
siderara´n dos materiales A y B, caracterizados por sus masas MA y MB, y por sus
constantes de fuerza KA y KB. La interaccio´n entre ambos materiales vendra´ dada
por la constante de fuerza KI , que suele tomarse como la media aritme´tica de las
constantes de los materiales A y B. El nu´mero de a´tomos para cada bloque sera´
NA y NB, como ya se ha hecho anteriormente, y podra´ ser mayor que la unidad.
De esta manera se satisfacen los requerimientos mı´nimos para el ana´lisis del
sistema. A pesar de su sencillez, este es un modelo que ha sido utilizado en el
estudio del espectro vibracional de sistemas cuasiregulares [53], y que puede apli-
carse al estudio de sistemas reales con buenos resultados [200]: ana´lisis teo´rico del
espectro Raman de superredes ultrafinas Si−Ge [265], y superredes de Fibonacci
Si − Ge [266], fonones longitudinales en compuestos de intercalacio´n de metales
alcalinos en grafito [200], cuyos resultados se comparan muy favorablemente con
los datos obtenidos mediante dispersio´n de neutrones [267].
En la mayor´ıa de las situaciones se tratara´ el caso en el que los medios consti-
tuyentes son Al y Ag, que ya se ha presentado en el cap´ıtulo anterior, y que dada
la buena relacio´n entre sus para´metros de red (del orden del 0.3%) pueden formar
intercaras y superredes de buena calidad. Tambie´n se considerara´ de forma puntu-
al valores arbitrarios para los para´metros, con la intencio´n de poner de manifiesto
algu´n dato relevante.
En general, los autovalores se obtendra´n por un proceso de diagonalizacio´n di-
recta y los autovectores a partir del me´todo descrito en el Cap´ıtulo 2 para matrices
tridiagonales a bloques [212–214]. El coeficiente de Lyapunov y el coeficiente de
transmisio´n se obtendra´n utilizando el formalismo de la matriz de transferencia,
tal y como se explico´ anteriormente.
5.2 Sistemas h´ıbridos
Se estudian en este apartado aquellas estructuras h´ıbridas que combinan un bloque
perio´dico entre dos bloques cuasiregulares, o un bloque cuasiregular entre dos blo-
ques perio´dicos. En un principio, se podr´ıa utilizar cualquier tipo de secuencia
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cuasiregular de las estudiadas anteriormente o incluso otras, pero se limitara´ el








Para todos estos casos se consideran distintos valores de los para´metros, aunque
casi siempre se tomara´ Al como material A y Ag como material B. Tambie´n se
variara´ el nu´mero de a´tomos de cada tipo, NA y NB, y se considerara´n varios
taman˜os para las diferentes partes que integran la estructura.
De esta manera se pretende hacer un estudio amplio y riguroso, pero a la vez
manejable, que permita obtener conclusiones sobre el comportamiento de vibra-
ciones en diversas estructuras h´ıbridas, y que pueda extenderse a otros sistemas
similares.
5.2.1 Estructura Fibonacci-Perio´dico-Fibonacci
Se considera aqu´ı una estructura h´ıbrida en la que un bloque perio´dico central esta´
rodeado por dos bloques de Fibonacci. La secuencia total sera´ de la forma:
ABAABABA . . . ABABABAB . . . ABAABABA . . .
Son muchas las variantes para este sistema que se pueden estudiar, consideran-
do, por ejemplo, diferentes taman˜os para cada una de las partes de la estruc-
tura, o diferente nu´mero de a´tomo por capa, o incluso diferentes valores para los
para´metros.
Sin embargo, se considerara´n solamente un par de ejemplos que puedan ser
representativos. Por un lado se estudia una estructura F13 − P116 − F13, para el
sistema Al/Ag y sistemas caracterizados por otros para´metros, tomando siempre
NA = 1 y NB = 1. Por otro lado se estudia una estructura F10−P49−F10, con un
menor nu´mero de capas que la anterior, pero con NA = 4 y NB = 3, de manera
que el nu´mero de a´tomos en ambas estructuras sera´ casi ide´ntico.
Se cubre as´ı un amplio rango de estructuras que permitira´ generalizar, dentro
de lo posible, los resultados obtenidos.
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Sistema F13−P116−F13 para diferentes valores de los para´metros y NA = 1,
NB = 1
En primer lugar se tiene una estructura h´ıbrida formada por un bloque AB repetido
perio´dicamente 116 veces, situado entre dos bloques cuasiregulares, siendo cada
uno de ellos una cadena de Fibonacci de orden 13. Se considera que en todos los
bloques NA = NB = 1, de manera que en total habra´ 986 a´tomos, de los cuales
604 sera´n de tipo A y 382 de tipo B, repartidos tal y co´mo indica la tabla 5.1.
TABLA 5.1: Nu´mero de a´tomos en la estructura F13−P116−F13, NA = NB = 1
F13 = 377 P116 = 232 F13 = 377 Total = 986
A = 244 A = 116 A = 244 A = 604
B = 133 B = 116 B = 133 B = 382
Figura 5.1. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n para varios ejemplos del sistema
F13 − P116 − F13 con los valores para los para´metros que se indican en cada uno
Como se aprecia en la tabla, el nu´mero de a´tomos de cada tipo es el mismo en
la parte perio´dica, mientras que en los bloques de Fibonacci, el nu´mero de a´tomos
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de tipo A es mayor que el de tipo B, como corresponde a dicha secuencia. En este
caso se tiene que la parte central correspondiente al bloque perio´dico tiene menos
a´tomos que los bloques de Fibonacci. Se ha considerado un taman˜o total de la
estructura similar al que presentara´n el resto de sistemas que se estudiara´n en este
apartado.
Figura 5.2. Desplazamientos ato´micos para seis frecuencias representativas del sistema
h´ıbrido F13 − P116 − F13 con para´metros MA = 1.5, MB = 1.0, KA = 1.3, KB = 0.7
y KI = 1.0
Para empezar se representa el coeficiente de Lyapunov y el de transmisio´n para
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un sistema de este tipo, tomando valores arbitrarios de los para´metros. En la
figura 5.1 se muestran los resultados para cuatro casos diferentes, en los que todos
tienen la misma estructura, pero cambian los valores de los para´metros.
Los ca´lculos se han realizado siguiendo el formalismo de la matriz de transferen-
cia expuesto en 2.1.5. Puede apreciarse co´mo para bajas frecuencias los resultados
son similares a los que se obten´ıan en sistemas de Fibonacci, aprecia´ndose inclu-
so el esquema de trifurcacio´n de las subbandas. Tambie´n para altas frecuencias
parece haber un comportamiento similar. A frecuencias intermedias aparece una
banda prohibida ma´s ancha de lo habitual para sistemas de Fibonacci, asociada a
la parte perio´dica de la estructura h´ıbrida.
Adema´s de representar los coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n, puede
ser interesante tambie´n estudiar los desplazamientos ato´micos para este tipo de
sistemas. Para ello se considerara´ uno de los ejemplos anteriores, con valores para
los para´metros, MA = 1.5, MB = 1.0, KA = 1.3, KB = 0.7 y KI = 1.0. En la
figura 5.1 aparecen marcadas con tria´ngulos las frecuencias para las que se va a
representar el desplazamiento ato´mico en la figura 5.2.
En general, puede apreciarse co´mo los desplazamientos, en la zona central que
es perio´dica, presentan un aspecto ma´s regular y uniforme que en las zonas de
los extremos, que son de tipo Fibonacci. En esta parte, los desplazamientos son
similares a lo que era de esperar para un sistema de este tipo. Sera´ dif´ıcil dilucidar
la naturaleza de estos modos de vibracio´n, pues no se puede aplicar al sistema
h´ıbrido considerado, ninguno de los teoremas va´lidos para diferentes secuencias
como la de Fibonacci [31, 264].
Sistema F13 − P116 − F13 para Al/Ag y NA = 1, NB = 1
Para completar el estudio del sistema h´ıbrido F13 − P116 − F13, se tomara´n ahora
valores reales para los para´metros, siendo Al el material A y Ag el material B
(tabla 3.1).
En la figura 5.3 se representan los valores de la frecuencia frente al nu´mero de
orden para una estructura perio´dica con per´ıodo 116, para una cadena de Fibonacci
de orden 13, y por u´ltimo, para la estructura h´ıbrida que se esta´ estudiando aqu´ı
y que combina a las anteriores.
Las diferencias son claras al comparar el espectro de estas tres estructuras. El
sistema h´ıbrido muestra un espectro similar al de la cadena de Fibonacci, pero ha
cambiado la distribucio´n de las bandas y de los gaps, y adema´s, aparecen algunas
frecuencias en varios gaps. Estas dos consecuencias son sin duda debidas a la
influencia de la parte perio´dica.
Solamente a partir del espectro de frecuencias no es posible deducir si los sis-
temas h´ıbridos presentara´n alguna propiedad adicional. Para obtener ma´s in-
formacio´n se puede estudiar, como ya se ha hecho anteriormente, el patro´n de
desplazamientos ato´micos, que adema´s es un para´metro importante en el ana´lisis
experimental mediante espectroscop´ıa [268].
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Figura 5.3. Frecuencia frente al nu´mero de orden de los autovalores en una estructura
P116, una estructura F13, y un sistema h´ıbrido con la parte perio´dica entre dos
bloques de Fibonacci
En este caso se analizara´n los desplazamientos ato´micos para algunas frecuen-
cias seleccionadas en el sistema h´ıbrido considerado. Dichas frecuencias aparecen
marcadas con un tria´ngulo de color en la tercera gra´fica de la figura 5.3, y sus
desplazamientos ato´micos se representan en la figura 5.4.
En general, a la vista de la figura 5.4 se puede observar lo siguiente. Para
ω = 0.00006 × 1014Hz se aprecia un patro´n de desplazamientos bastante regular,
quedando de manifiesto que a muy bajas frecuencias no aparecen diferencias entre
los distintos bloques que componen la estructura. Para ω = 0.1574 × 1014Hz
puede apreciarse co´mo los desplazamientos ato´micos quedan confinados en uno de
los bloques constituyentes, en este caso en uno de los bloques de Fibonacci. Puede
observarse un confinamiento similar en el resto de frecuencias que se presentan.
Concretamente, ω = 0.2279×1014Hz, ω = 0.4593×1014Hz y ω = 0.4594×1014Hz,
muestran un confinamiento de los desplazamientos ato´micos en la parte perio´dica
de la estructura, mientras que la frecuencia ω = 0.4922× 1014Hz queda confinada
en uno de los bloques de Fibonacci.
Se aprecia nuevamente, co´mo los desplazamientos que quedan confinados en la
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Figura 5.4. Desplazamientos para algunas frecuencias representativas en el sistema
h´ıbrido F13 − P116 − F13 para Al/Ag con NA = NB = 1
parte perio´dica muestran un comportamiento bastante regular, mientras que los
que quedan confinados en los bloques de Fibonacci presentan el comportamiento
t´ıpico de las estructuras cuasiregulares.
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Sistema F10 − P49 − F10 para Al/Ag y NA = 4, NB = 3
Se analiza ahora un segundo ejemplo para este tipo de sistemas. En este caso
se tiene la estructura F10 − P49 − F10, con un menor nu´mero de bloques que el
ejemplo anterior. Fijados los para´metros para Al/Ag, se considera NA = 4 y
NB = 3, de manera que se pueda estudiar si aquellos sistemas que presentan ma´s
de un a´tomo por capa de material, presentan propiedades similares a las obtenidas
para NA = NB = 1.
El mayor nu´mero de a´tomos por capa de material compensa el menor nu´mero
de capas para este sistema, y al final lo que se obtiene es una estructura de taman˜o
casi ide´ntico al ejempo considerado en el subapartado anterior. La distribucio´n de
los a´tomos en los diferentes bloques se muestra en la tabla 5.2.
TABLA 5.2: Nu´mero de a´tomos para la estructura F10−P49−F10 con NA = 4
y NB = 3
F10 = 322 P49 = 343 F10 = 322 Total = 987
A = 220 A = 196 A = 220 A = 636
B = 102 B = 147 B = 102 B = 351
El nu´mero de a´tomos en cada bloque de Fibonacci y en el bloque perio´dico es
similar en este caso, a diferencia de lo que ocurr´ıa para el sistema F13−P116−F13
anterior. Es decir, los tres bloques que constituyen la estructura son ahora de un
taman˜o parecido.
Por otra parte, al considerar NA > NB la diferencia entre el nu´mero de a´tomos
de tipo A y de tipo B se ha incrementado considerablemente.
En la figura 5.5 se muestra el patro´n de desplazamientos ato´micos para varias
frecuencias consideradas en el sistema F10 − P49 − F10 con NA = 4 y NB = 3.
Pueden apreciarse en la figura 5.5 los mismos rasgos caracter´ısticos que se
mostraron con anterioridad. De hecho el patro´n de vibraciones es muy similar, lo
que permite, al menos en principio, extender los resultados obtenidos anteriormente
para sistemas con NA = NB = 1 a sistemas con ma´s de un a´tomo por capa de
material.
En concreto, en las gra´ficas (b)−(e) se aprecia el confinamiento de los modos en
la parte perio´dica de la estructura, mostrando un patro´n de vibraciones bastante
regular. Como se ha comentado a ra´ız de la tabla 5.2, en este ejemplo la parte
perio´dica es de mayor taman˜o que en el anterior.
La gra´fica (a), correspondiente a una frecuencia baja del espectro, muestra su
cara´cter extendido no vie´ndose afectada por los diferentes bloques de la estructura.
Por u´ltimo la gra´fica (f) muestra un modo altamente localizado en una regio´n
muy concreta de la estructura. La presencia de estos modos es, sin duda, una
de las caracter´ısticas ma´s importantes de estos sistemas, ya que permite confinar
ciertas frecuencias en determinadas regiones de la estructura.
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Figura 5.5. Desplazamientos para algunas frecuencias representativas del sistema
h´ıbrido F10 − P49 − F10 para Al/Ag con NA = 4 y NB = 3
5.2.2 Estructura Perio´dico-Fibonacci-Perio´dico
En general, los ejemplos considerados en el apartado anterior para el sistema
Fibonacci-Perio´dico-Fibonacci, han mostrado varios rasgos caracter´ısticos de los
sistemas h´ıbridos que no esta´n presentes ni en los sistemas perio´dicos ni en los
cuasiregulares, considera´ndolos por separado. Esto abre interesantes posibilidades
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para estas estructuras e invita a analizar otros tipos de sistemas h´ıbridos para
profundizar en su estudio.
Se consideran ahora una estructura Perio´dico-Fibonacci-Perio´dico, que es sim-
ilar a la anterior, pero con un orden diferente de sus bloques constituyentes:
ABABABAB . . . ABAABABA . . . ABABABAB . . .
Al igual que en el caso anterior, para esta estructura se pueden considerar
muchas variantes, en funcio´n de los diferentes valores que se pueden dar tanto
al taman˜o de la estructura, como al nu´mero de a´tomos por capa o a los valores
de los para´metros. Con la intencio´n de simplificar en lo posible el estudio, se
considerara´n dos ejemplos representativos para este tipo de estructura: un sistema
P152 − F13 − P152 con NA = 1 y NB = 1, y un sistema P49 − F10 − P49 con NA = 4
y NB = 3. En ambos caso se utilizan los para´metros para el sistema Al/Ag.
Sistema P152 − F13 − P152 para Al/Ag y NA = 1, NB = 1
Como primer ejemplo se tiene la estructura formada por una cadena de Fibonacci
de orden 13 situada entre dos bloques perio´dicos con 152 pares AB.
De esta manera, el nu´mero de a´tomos total de la estructura, considerando
NA = NB = 1, sera´ similar al de las estructuras analizadas anteriormente. Los
a´tomos se reparte tal y como se indica en la tabla 5.3.
TABLA 5.3: Nu´mero de a´tomos en la estructura P152−F13−P152, NA = NB = 1
P152 = 304 F13 = 377 P152 = 304 Total = 985
A = 152 A = 244 A = 152 A = 548
B = 152 B = 133 B = 152 B = 437
En este caso se tienen en total 985 a´tomos, de los cuales 548 sera´n de tipo A
y 437 sera´n de tipo B. Se tienen por tanto tres bloques de taman˜o similar y con
una cierta diferencia entre el nu´mero de a´tomos de tipo A y de tipo B.
En la figura 5.6 se representan los valores de la frecuencia frente al nu´mero de
orden para una estructura perio´dica (152 AB), para una cadena de Fibonacci de
orden 13, y por u´ltimo, para la estructura h´ıbrida considerada que combina a las
anteriores.
Nuevamente puede apreciarse co´mo el espectro del sistema h´ıbrido viene a ser
una mezcla entre los espectros de los sistemas perio´dicos y de Fibonacci, tendiendo
a parecerse ma´s a este u´ltimo. Hasta aqu´ı coincide con lo que se ha visto para
el sistema Fibonacci − Perio´dico − Fibonacci, por lo que es de esperar que los
resultados para este nuevo caso sean similares a los anteriores.
Para comprobarlo, se estudia a continuacio´n el patro´n de desplazamientos
ato´micos para algunas frecuencias seleccionadas en el sistema h´ıbrido, y que apare-
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Figura 5.6. Frecuencia frente al nu´mero de orden de los autovalores en una estructura
perio´dica con 152 bloques AB, una estructura de Fibonacci de orden 13, y un
sistema h´ıbrido compuesto por la estructura de Fibonacci entre dos bloques
perio´dicos. En todos los casos se considera el sistema Al/Ag
cen marcadas con tria´ngulos de colores en la tercera gra´fica de la figura 5.6. Los
desplazamientos para dichas frecuencias, del sistema h´ıbrido P152 − F13 − P152,
aparecen representados en la figura 5.7.
En primer lugar, puede observarse que para frecuencias muy bajas, el patro´n
de desplazamientos no es sensible a la estructura del sistema, como ya ocurr´ıa en
sistemas anteriores. Esto se aprecia para la frecuencia ω = 0.00006× 1014Hz, que
se extiende por igual por toda la estructura.
En la segunda gra´fica se aprecia co´mo la frecuencia ω = 0.3795 × 1014Hz,
que pertenece al espectro de la secuencia de Fibonacci, pero no al espectro de
un sistema perio´dico, aparece confinada en la zona central del sistema, que se
corresponde con el bloque de Fibonacci.
Lo contrario ocurre en los otros dos casos, donde tanto ω = 0.5029 × 1014Hz
como ω = 0.5134 × 1014Hz, pertenecen al espectro perio´dico pero no al de Fi-
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Figura 5.7. Desplazamientos ato´micos para diferentes frecuencias representativas del
sistema h´ıbrido P152 − F13 − P152 considerado en la figura anterior
bonacci, y sus desplazamientos quedan confinados en la parte perio´dica derecha
del sistema.
Hay que resaltar nuevamente el aspecto diferente que presentan los desplaza-
mientos dependiendo de la zona de la estructura en la que queden confinados. Los
que lo hacen en la parte perio´dica muestran un comportamiento ma´s regular, que
aquellos que lo hacen en la parte cuasiregular.
Sistema P49 − F10 − P49 para Al/Ag y NA = 4, NB = 3
Se considera a continuacio´n un sistema h´ıbrido formado por un bloque de Fibonacci
de orden 10, a cuyos lados hay dos bloques perio´dicos de per´ıodo 49 cada uno. En
este caso se toma NA = 4 y NB = 3, para as´ı estudiar el comportamiento de este
tipo de sistemas cuando presentan ma´s de un a´tomo por capa de material.
La nueva estructura presenta un menor nu´mero de capas que el ejemplo ante-
rior, pero el nu´mero de a´tomos totales es de un orden similar, en este caso 1008,
repartidos tal y como se muestra en la tabla 5.4.
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TABLA 5.4: Nu´mero de a´tomos para la estructura P49−F10−P49 con NA = 4
y NB = 3
P49 = 343 F10 = 322 P49 = 343 Total = 1008
A = 196 A = 220 A = 196 A = 612
B = 147 B = 102 B = 147 B = 396
Puede apreciarse en la tabla co´mo los tres bloques presentan un taman˜o similar.
Donde s´ı hay diferencias es en el nu´mero de a´tomos de cada tipo, ya que hay 612
de tipo A por 396 de tipo B.
Se estudian a continuacio´n los desplazamientos ato´micos para algunas frecuen-
cias significativas de esta estructura h´ıbrida.
Figura 5.8. Desplazamientos ato´micos para algunas frecuencias representativas de la
estructura h´ıbrida P49 − F10 − P49 para el sistema Al/Ag con NA = 4 y NB = 3
En la figura 5.8 se muestran los desplazamientos para cuatro frecuencias tomadas
como ejemplo, e indicadas en la misma figura. La frecuencia ω = 0.1906× 1014Hz
pertenece al espectro del sistema perio´dico, y puede apreciarse co´mo el desplaza-
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miento para esta frecuencia queda confinado pra´cticamente en la zona perio´dica
de la izquierda del sistema. Algo parecido ocurre con la frecuencia ω = 0.6011 ×
1014Hz, que tambie´n pertenece al espectro de la estructura perio´dica, y cuyos de-
splazamientos aparecen confinados, esta vez, en la parte perio´dica de la derecha
de la estructura.
Lo contrario ocurre para las otras dos frecuencias. Para ω = 0.2120× 1014Hz,
que pertenece al espectro de la cadena de Fibonacci, los desplazamientos quedan
confinados en la parte central de la estructura, es decir en el bloque de Fibonacci.
Igualmente para ω = 0.3200 × 1014Hz, aunque en este caso el confinamiento es
todav´ıa ma´s acusado, quedando limitado a la parte central de la estructura de
Fibonacci.
Figura 5.9. Desplazamientos ato´micos para la frecuencia ω = 0.0541× 1014Hz del
sistema h´ıbrido P49 − F10 − P49 para Al/Ag con NA = 4 y NB = 3
La figura 5.9 pone de manifiesto un comportamiento que ya se ha mostrado en
todos los ejemplos anteriores. En este caso, para la frecuencia ω = 0.0541×1014Hz,
los desplazamientos se extienden por toda la estructura, pero eso s´ı, mostrando
una regularidad diferente en las partes perio´dicas y cuasiregular de la estructura,
tal y como se ha sen˜alado.
5.2.3 Estructura Thue-Morse-Perio´dico-Thue-Morse
Es de suponer que las propiedades encontradas para sistemas h´ıbridos que inclu´ıan
la secuencia de Fibonacci con bloques perio´dicos, puedan ser extensibles a sistemas
h´ıbridos que presenten otro tipo de secuencia cuasiregular. Para comprobarlo, se
analizara´n, en este apartado y en el siguiente, estructuras h´ıbridas con la secuencia
de Thue-Morse.
Se empieza con una estructura h´ıbrida en la que un bloque perio´dico esta´
rodeado por dos bloques de Thue-Morse, de forma similar a como se estudio´ ante-
riormente para Fibonacci:
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ABBABAAB . . . ABABABAB . . . ABBABAAB . . .
Como suced´ıa para el caso de la secuencia de Fibonacci, son muchas las vari-
antes de esta estructura que pueden estudiarse, aunque en principio los resultados
esperados no deben diferir mucho de los obtenidos para aquella secuencia.
Los ejemplos de este tipo de sistema que se van a analizar aqu´ı son: TM8 −
P236 − TM8 y TM8 − P65 − TM8 para diferentes valores de los para´metros, y
NA = NB = 1. Las diferencias entre estos dos ejemplos vienen en cuanto al taman˜o
de la parte perio´dica central. Otro caso que complementa a los dos anteriores sera´
TM9 − P118 − TM9 para el sistema Al/Ag con NA = NB = 1. Tambie´n aqu´ı se
considerara´ un ejemplo en el que el nu´mero de a´tomos por capa es diferente de la
unidad: TM7 − P64 − TM7 para el sistema Al/Ag con NA = 4 y NB = 3.
Sistema TM8 − P236 − TM8 para varios para´metros y NA = NB = 1
En primer lugar se estudiara´ el caso en el que la estructura central tiene un per´ıodo
de 236 bloques AB, y los extremos son sendos bloques de Thue-Morse de orden 8.
TABLA 5.5: Nu´mero de a´tomos en la estructura TM8 − P236 − TM8, NA =
NB = 1
TM8 = 256 P236 = 472 TM8 = 256 Total = 984
A = 128 A = 236 A = 128 A = 492
B = 128 B = 236 B = 128 B = 492
En este caso se tomara´ NA = NB = 1, de manera que en total se tendra´n
984 a´tomos, siendo 492 de tipo A, y otros tantos de tipo B, puesto que, como
ya se sabe, la secuencia de Thue-Morse tiene el mismo nu´mero de a´tomos de los
dos tipos. En la tabla 5.5 se indica co´mo se reparten los a´tomos en los diferentes
bloques. Puede apreciarse co´mo el bloque central en este caso es de taman˜o mucho
mayor que cualquiera de los dos bloques de los extremos.
En la figura 5.10 se representa el coeficiente de Lyapunov y el coeficiente de
transmisio´n para dos sistemas de este tipo, tomando en cada caso diferentes valores
para los para´metros.
Se observa, a la vista de la figura 5.10, co´mo en ambos casos surge una gran
banda prohibida a frecuencias intermedias, asociada al espectro de la estructura
perio´dica. Para frecuencias bajas y altas el espectro es similar al del sistema de
Thue-Morse, como ya se vio anteriormente para el caso de Fibonacci.
En casos anteriores se ha comparado el espectro de autovalores para la secuen-
cia cuasiregular con el del sistema h´ıbrido. A continuacio´n se va a comparar el
coeficiente de Lyapunov para ambas estructuras, ya que puede resultar muy ilus-
trativo. En la figura 5.11 aparece el coeficiente de Lyapunov para los dos casos que
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Figura 5.10. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n para dos ejemplos arbitrarios
del sistema TM8 − P236 − TM8
se acaban de presentar, y sobre ellos aparece tambie´n, en otro color, el coeficiente
de Lyapunov para una cadena de Thue-Morse de orden 8.
Figura 5.11. Coeficiente de Lyapunov para el sistema TM8 − P236 − TM8 y para una
cadena de Thue-Morse TM8
Puede apreciarse ahora co´mo el coeficiente de Lyapunov apenas var´ıa de una
estructura a otra a bajas y altas frecuencias. So´lo lo hace, y adema´s de una forma
dra´stica, en el intervalo de frecuencias medias, debido a la influencia de la parte
perio´dica.
Es lo mismo que se obtiene al representar los autovalores de ambas estructuras,
como ya se vio para el caso de Fibonacci, y como se vera´ ma´s adelante para otros
sistemas.
Otro rasgo a destacar es la presencia de estados con un alto coeficiente de
transmisio´n a altas frecuencias . En la figura 5.12 se representa el desplazamien-
to ato´mico para una de estas frecuencias ω = 2.1300 × 1014Hz del sistema con
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para´metros MA = 1.0, MB = 2.0, KA = 1.5, KB = 2.0 y KI = 1.75.
Figura 5.12. Desplazamientos para ω = 2.1300 del sistema h´ıbrido TM8 − P236 − TM8
con MA = 1.0, MB = 2.0, KA = 1.5, KB = 2.0 y KI = 1.75, con NA = 1 y NB = 1
Puede apreciarse co´mo los desplazamientos ato´micos no aparecen confinados
en una parte de la estructura, sino que se extienden a lo largo de ella, eso s´ı, con
diferente comportamiento en cada parte dependiendo de su cara´cter perio´dico o
cuasiregular.
Sistema TM8 − P65 − TM8 para varios para´metros y NA = NB = 1
Se considera a continuacio´n una estructura similar a la anterior, pero donde el
bloque central perio´dico ha disminuido su taman˜o. Se trata ahora de estudiar si al
reducir considerablemente el bloque central de la estructura, se siguen observando
efectos similares. En la tabla 5.6 se indican las dimensiones de este nuevo sistema.
TABLA 5.6: Nu´mero de a´tomos para la estructura TM8 − P65 − TM8
TM8 = 256 P65 = 130 TM8 = 256 Total = 642
A = 128 A = 65 A = 128 A = 321
B = 128 B = 65 B = 128 B = 321
Como se aprecia en la tabla, la nueva estructura, pasa de tener 236 per´ıodos
AB a tener 65. Ahora el taman˜o del bloque central es casi la mitad que el de los
bloques de los extremos. El sistema sigue teniendo el mismo nu´mero de a´tomos
de tipo A y B.
En la figura 5.13 (izquierda) se muestra el coeficiente de Lyapunov y el coefi-
ciente de transmisio´n para el sistema h´ıbrido que se esta´ considerando con valores:
MA = 1.0,MB = 2.0, KA = 1.5, KB = 2.0 yKI = 1.75. Como puede apreciarse los
resultados son similares a los que se obten´ıan para la estructura TM8−P236−TM8.
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Figura 5.13. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para el sistema
TM8 − P65 − TM8 y comparacio´n con el del sistema TM8 − P236 − TM8
En la gra´fica de la derecha aparece comparado el coeficiente de Lyapunov para
las dos estructuras h´ıbridas estudiadas. A partir de esta figura, se pone de mani-
fiesto que al disminuir la parte perio´dica de la estructura, disminuye el coeficiente
de Lyapunov en la parte central del espectro.
Sistema TM9 − P118 − TM9 con Al/Ag y NA = NB = 1
En los subapartados anteriores se han considerado valores arbitrarios para los
para´metros. Se completa a continuacio´n el estudio de sistemas TM − P − TM
analizando el caso Al/Ag para NA = NB = 1, y posteriormente se supondra´ un
nu´mero de a´tomos mayor.
Para empezar se tiene el sistema TM9 − P118 − TM9, con NA = 1 y NB = 1,
con un total de 1260 a´tomos, distribuidos tal y como se indica en la tabla 5.7.
TABLA 5.7: Nu´mero de a´tomos para la estructura TM9 − P118 − TM9 con
NA = NB = 1
TM9 = 512 P118 = 236 TM9 = 512 Total = 1260
A = 256 A = 118 A = 256 A = 630
B = 256 B = 118 B = 256 B = 630
El sistema presenta un nu´mero de a´tomos total ligeramente mayor que en los
casos analizados hasta ahora, debido al mayor taman˜o de los bloques cuasiregulares
de los extremos.
El espectro de frecuencias para este sistema es el que se muestra en la figura
5.14. En ella aparecen marcadas con tria´ngulos las diferentes frecuencias para las
que ma´s adelante se representara´n los desplazamientos ato´micos.
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Figura 5.14. Espectro de frecuencias para la estructura TM9 − P118 − TM9 con NA = 1
y NB = 1, considerando los materiales Al/Ag. Los tria´ngulos que aparecen indican
las frecuencias para las que ma´s adelante se representara´n los desplazamientos
ato´micos
El espectro presenta el comportamiento esperado, siguiendo lo comentado an-
teriormente para diferentes valores de los para´metros. Se estudiara´n ahora algunos
de los autovalores cuyos desplazamientos presentan un comportamiento ma´s sig-
nificativo, y que permitira´n completar el estudio de esta estructura.
Para empezar, se van a considerar dos frecuencias de la parte inferior del es-
pectro, ω = 0.0020 × 1014Hz y ω = 0.0051 × 1014Hz, y que se corresponden con
los dos tria´ngulos que aparecen pra´cticamente superpuestos en la parte inferior de
la figura 5.14.
Figura 5.15. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.0020× 1014Hz y
ω = 0.0051× 1014Hz del sistema TM9 − P118 − TM9
En la figura 5.15 aparecen representados los desplazamientos ato´micos para las
frecuencias indicadas. Como era de esperar, las frecuencias bajas no son sensibles
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a la estructura del sistema, y los desplazamientos muestran un cara´cter uniforme
y extendido a lo largo de toda la cadena, tal y como ocurr´ıa anteriormente para
otras estructuras.
Figura 5.16. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.1133× 1014Hz y
ω = 0.2439× 1014Hz del sistema TM9 − P118 − TM9
La figura 5.16 muestra los desplazamientos para las frecuencias ω = 0.1133 ×
1014Hz y ω = 0.2439× 1014Hz, y son dos claros ejemplos de modos confinados en
una de las partes cuasiregulares de la estructura. La primera de las dos frecuencias,
esta´ completamente confinada en el bloque de Thue-Morse de la izquierda. La
segunda penetra incluso en la parte perio´dica.
Figura 5.17. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.2186× 1014Hz y
ω = 0.5578× 1014Hz del sistema TM9 − P118 − TM9
La figura 5.17 muestra los desplazamientos para las frecuencias ω = 0.2186 ×
1014Hz y ω = 0.5578 × 1014Hz. La primera de ellas es un modo confinado en la
zona de unio´n del bloque izquierdo de Thue-Morse y del bloque perio´dico central.
La segunda queda claramente confinada en el bloque derecho de Thue-Morse.
157
CAPI´TULO 5. VIBRACIONES EN SISTEMAS HI´BRIDOS Y COMPUESTOS
Tambie´n existen para esta estructura algunas frecuencias de la parte alta del es-
pectro que se extienden por toda la cadena, pero a diferencia de lo que ocurr´ıa para
las frecuencias bajas, aquellas s´ı disciernen los diferentes bloques de la estructura.
Sistema TM7 − P64 − TM7 con Al/Ag y NA = 4 y NB = 3
Para completar el estudio de las estructuras TM − P − TM , se considera a con-
tinuacio´n una estructura en la que hay varios a´tomos por capa de material. La
distribucio´n de a´tomos en la estructura puede verse en la tabla 5.8.
TABLA 5.8: Nu´mero de a´tomos para la estructura TM7 − P64 − TM7 con
NA = 4 y NB = 3
TM7 = 448 P64 = 448 TM7 = 448 Total = 1344
A = 256 A = 256 A = 256 A = 768
B = 192 B = 192 B = 192 B = 576
Se tiene ahora la estructura TM7 − P64 − TM7 con NA = 4 y NB = 3. De esta
forma, el nu´mero de bloques que se considera es menor que en casos anteriores,
pero cada bloque tiene ma´s a´tomos, formando as´ı una estructura de taman˜o similar
a las anteriores. Adema´s el hecho de que NA > NB, hace que ahora el nu´mero
total de a´tomos de ambos tipos sea diferente, aunque en este caso tambie´n hay que
destacar, que los tres bloques que forman la estructura tienen el mismo nu´mero
de a´tomos.
En la figura 5.18 se representan los autovalores para una estructura perio´dica
con 64 bloques AB, una estructura de Thue-Morse de orden 7, y un sistema h´ıbrido
compuesto por la estructura perio´dica entre dos bloques de Thue-Morse. En todos
estos casos se ha considerado NA = 4 y NB = 3.
Puede apreciarse co´mo la presencia del bloque perio´dico modifica el espec-
tro de frecuencias del sistema de Thue-Morse. La fragmentacio´n del espectro se
mantiene, pero los gaps, principalmente a frecuencias medias, aparecen alterados.
Cabe esperar adema´s algu´n efecto sobre los desplazamientos ato´micos para algunas
frecuencias, tal y como ha ocurrido anteriormente para otros sistemas.
La representacio´n de los desplazamientos ato´micos puede ayudar a completar la
informacio´n que muestra el espectro de autovalores. En la figura 5.19 se ha vuelto
a representar el espectro para la estructura h´ıbrida considerada, pero ahora se
indican en ella, mediante un tria´ngulo de color, las tres frecuencias para las que se
van a representar los desplazamientos: ω = 0.1243×1014Hz, ω = 0.1451×1014Hz
y ω = 0.4006×1014Hz. La primera de ellas, ω = 0.1243×1014Hz, pertenece tanto
al espectro del sistema perio´dico como al de Thue-Morse, de ah´ı que se obtenga
un desplazamiento ato´mico considerable en las diferentes partes del sistema.
La frecuencia ω = 0.1451 × 1014Hz pertenece al espectro de la cadena de
Thue-Morse, pero no al del sistema perio´dico. En este caso se observa co´mo
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Figura 5.18. Autovalores en una cadena perio´dica con 64 bloques AB, una cadena de
Thue-Morse de orden 7, y un sistema h´ıbrido compuesto por la estructura perio´dica
entre dos bloques de Thue-Morse. En todos los casos se considera el sistema Al/Ag
con NA = 4 y NB = 3
solamente los a´tomos de los dos bloques de Thue-Morse de los extremos presentan
desplazamientos no despreciables.
Por u´ltimo, la frecuencia ω = 0.4006×1014Hz, al contrario de las otras dos, no
pertenece al espectro del sistema de Thue-Morse, y de ah´ı que sus desplazamien-
tos ato´micos queden confinados en el bloque perio´dico, mostrando, adema´s, una
notable regularidad.
5.2.4 Estructura Perio´dico-Thue-Morse-Perio´dico
Se considera ahora una estructura h´ıbrida en la que un bloque de Thue-Morse esta´
rodeado por dos bloques perio´dicos, dando lugar a una secuencia del tipo:
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Figura 5.19. Desplazamientos ato´micos para las tres frecuencias: ω = 0.1243× 1014Hz,
ω = 0.1451× 1014Hz y ω = 0.4006× 1014Hz, del sistema TM7 − P64 − TM7
ABABABAB . . . ABBABAAB . . . ABABABAB . . .
Tambie´n en este caso se analizara´n varios sistemas para tratar de completar el
estudio de las vibraciones en estructuras h´ıbridas, en concreto: P118− TM9−P118
para diferentes valores de los para´metros y para el caso ma´s espec´ıfico de Al/Ag,
con NA = NB = 1. Se considerara´n tambie´n sistemas, con un menor nu´mero de
capas, pero con ma´s de un a´tomo por capa de material, en concreto, las estructuras
P64 − TM7 − P64, P8 − TM4 − P8 y P8 − TM4 − P8, con NA = 4 y NB = 3 en los
tres casos.
Sistema P118 − TM9 − P118 para varios para´metros y NA = NB = 1
Como primer ejemplo de este tipo de sistemas se estudiara´ el caso en el que la
estructura central es una cadena de Thue-Morse de orden 9, rodeada por dos
cadenas perio´dicas ide´nticas, con 118 bloques AB. Se supone NA = 1 y NB = 1.
Al tener NA = NB = 1, el nu´mero total de a´tomos coincide con el de capas A y
B, habiendo 492 a´tomos de cada tipo, y por tanto 984 a´tomos en total, como refleja
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TABLA 5.9: Nu´mero de a´tomos en la estructura P118 − TM9 − P118 con NA =
NB = 1
P118 = 236 TM9 = 512 P118 = 236 Total = 984
A = 118 A = 256 A = 118 A = 492
B = 118 B = 256 B = 118 B = 492
la tabla 5.9. Tambie´n puede apreciase co´mo la estructura central de Thue-Morse
presenta un taman˜o mucho mayor que los bloques perio´dicos.
En la figura 5.20 se representa el coeficiente de Lyapunov y el coeficiente de
transmisio´n para un sistema de este tipo, cuyos valores de los para´metros han
aparecido en ejemplos anteriores.
Figura 5.20. Coeficientes de Lyapunov y de transmisio´n para un ejemplo arbitrario del
sistema P118 − TM9 − P118
Los resultados que se obtienen, tanto para el coeficiente de Lyapunov como para
el de transmisio´n son similares a los de otras estructuras presentadas anteriormente.
Tambie´n se observa co´mo el coeficiente de transmisio´n se acerca a la unidad para
algunas frecuencias de la parte alta del espectro.
Ser´ıa interesante comparar el espectro del sistema que se esta´ considerando
con el espectro del sistema TM8 − P236 − TM8 que se estudio´ en el subapartado
anterior, y con el de una cadena de Thue-Morse.
Esto se hace en la figura 5.21. Como puede apreciarse, las diferencias entre
los dos sistemas h´ıbridos son imperceptibles. Al comparar el espectro del sistema
P118−TM9−P118 con el de la cadena de Thue-Morse, se observa co´mo el coeficiente
de Lyapunov apenas var´ıa de una estructura a otra a bajas y altas frecuencias. So´lo
lo hace, en el intervalo de frecuencias medias, que se corresponde, como ya se ha
comentado anteriormente, con el intervalo de frecuencias prohibidas de un sistema
perio´dico.
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Figura 5.21. Coeficiente de Lyapunov para los sistemas h´ıbridos P118 − TM9 − P118,
TM8 − P236 − TM8 y para una cadena de Thue-Morse de orden 8, TM8
Sistema P118 − TM9 − P118 para Al/Ag con NA = NB = 1
Se continu´a con la estructura anterior, P118 − TM9 − P118, con NA = 1 y NB = 1,
pero ahora los valores de los para´metros se corresponden con los de Al/Ag.
Figura 5.22. Espectro de frecuencias para la estructura P118 − TM9 − P118 con NA = 1
y NB = 1, considerando los materiales Al/Ag. Los tria´ngulos indican las frecuencias
para las que ma´s adelante se representara´n los desplazamientos ato´micos
El espectro de frecuencias para este sistema es el que se muestra en la figura
5.22. En ella aparecen marcadas con tria´ngulos las diferentes frecuencias para las
que ma´s adelante se representara´n los desplazamientos ato´micos.
El espectro presenta el comportamiento esperado, siguiendo lo comentado an-
teriormente para diferentes valores de los para´metros. Se estudiara´n ahora algunos
de los autovalores cuyos desplazamientos presentan un comportamiento ma´s sig-
nificativo, y que permitira´n completar el estudio de esta estructura.
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Para empezar, se consideran dos frecuencias de la parte inferior del espectro,
ω = 0.0326× 1014Hz y ω = 0.0645× 1014Hz.
Figura 5.23. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.0326× 1014Hz y
ω = 0.0645× 1014Hz del sistema P118 − TM9 − P118
En la figura 5.23 aparecen representados los desplazamientos para las frecuen-
cias indicadas. Como en casos anteriores, las frecuencias bajas no son sensibles
a la estructura del sistema, y los desplazamientos muestran un cara´cter uniforme
y extendido a lo largo de toda la cadena, tal y como ocurr´ıa anteriormente para
otras estructuras.
Figura 5.24. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.1349× 1014Hz y
ω = 0.4995× 1014Hz del sistema P118 − TM9 − P118
La figura 5.24 muestra los deplazamientos para dos frecuencias muy diferentes,
ω = 0.1349 × 1014Hz y ω = 0.4995 × 1014Hz. Son dos claros ejemplos de modos
confinados en las partes perio´dicas de la estructura, uno a la izquierda y el otro a
la derecha. En ambos casos se muestra el t´ıpico patro´n regular caracter´ıstico de
los bloques perio´dicos.
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Figura 5.25. Desplazamientos ato´micos para la frecuencia ω = 0.1660× 1014Hz del
sistema P118 − TM9 − P118
La figura 5.25 muestra los desplazamientos para la frecuencia ω = 0.1660 ×
1014Hz. Este modo se caracteriza por quedar confinado en una zona muy concreta
de la estructura, en el l´ımite entre un bloque perio´dico y el bloque de Thue-Morse.
Figura 5.26. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.3739× 1014Hz y
ω = 0.4857× 1014Hz del sistema P118 − TM9 − P118
En la figura 5.26 aparecen los desplazamientos para las frecuencias ω = 0.3739×
1014Hz y ω = 0.4857 × 1014Hz, que quedan confinadas en la parte central de la
estructura, y que muestran el t´ıpico patro´n irregular correspondiente a la cadena
de Thue-Morse.
En la segunda de ellas, puede apreciarse co´mo los desplazamientos en el bloque
central de Thue-Morse, adquieren un valor considerable en determinadas zonas
de la estructura, y un valor algo menor en otras, siendo despreciable en el resto.
Resulta curioso observar co´mo la distribucio´n de esas zonas se puede relacionar
con una secuencia equivalente de Thue-Morse, como se ilustra en la figura 5.27.
En la figura 5.27 se ha designado por A y B las zonas con valores diferentes
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Figura 5.27. Desplazamientos ato´micos en la zona central de Thue-Morse del sistema
h´ıbrido P118 − TM9 − P118, para la frecuencia ω = 0.4857× 1014Hz. La imagen es
una ampliacio´n de la figura 5.26
para u(n), y se obtiene una cadena de Thue-Morse de orden 4:
ABBABAABBAABABBA
Puesto que el bloque central de la estructura tiene 512 a´tomos, tal y como se
indicaba en la tabla 5.9, cada uno de esos bloques A y B que se han marcado en
la figura se corresponder´ıa con 32 a´tomos.
Sistema P64 − TM7 − P64 para Al/Ag con NA = 4 y NB = 3
Se completa el estudio de las estructuras P − TM − P , considerando ahora un
sistema con varios a´tomos por capa, y siendo los materiales Al/Ag.
TABLA 5.10: Nu´mero de a´tomos para la estructura P64 − TM7 − P64 con
NA = 4 y NB = 3
P64 = 448 TM7 = 448 P64 = 448 Total = 1344
A = 256 A = 256 A = 256 A = 768
B = 192 B = 192 B = 192 B = 576
El nu´mero de a´tomos de cada tipo y en cada parte de la estructura se muestra
en la tabla 5.10. El nu´mero de bloques es ahora menor, pero al tener cada uno
varios a´tomos, el taman˜o total de la estructura es algo mayor. Adema´s el hecho
de que NA > NB, hace que ahora el nu´mero total de a´tomos de ambos tipos sea
diferente, aunque en este caso tambie´n hay que destacar, que los tres bloques que
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forman la estructura tienen el mismo nu´mero de a´tomos, como ya se vio para el
sistema TM7 − P64 − TM7.
Figura 5.28. Espectro de frecuencias para una estructura perio´dica con 64 bloques AB,
una estructura de Thue-Morse de orden 7, y un sistema h´ıbrido compuesto por la
estructura de Thue-Morse entre dos bloques perio´dicos. En todos los casos se
considera el sistema Al/Ag y NA = 4 y NB = 3
En la figura 5.28 se representa el espectro de frecuencias para una estruc-
tura perio´dica con 64 bloques AB, una estructura de Thue-Morse de orden 7, y
un sistema h´ıbrido formado por la estructura de Thue-Morse entre dos bloques
perio´dicos. En todos estos casos se ha considerado NA = 4 y NB = 3.
Nuevamente se aprecia, a la vista de la figura 5.28, co´mo la presencia de los
bloques perio´dicos modifican el espectro de frecuencias del sistema de Thue-Morse.
En el sistema h´ıbrido sigue habiendo fragmentacio´n, pero cambia la estructura de
bandas permitidas y prohibidas.
En la figura 5.29 se ha vuelto a representar el espectro para la estructura h´ıbrida
considerada, pero ahora se indican en ella, mediante tria´ngulos, las tres frecuencias
para las que se van a representar los desplazamientos ato´micos.
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Figura 5.29. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.1824× 1014Hz,
ω = 0.3405× 1014Hz y ω = 0.4006× 1014Hz del sistema P64 − TM7 − P64
Se muestran los desplazamientos para las frecuencias ω = 0.1824×1014Hz, ω =
0.3405×1014Hz y ω = 0.4006×1014Hz. La primera de ellas, ω = 0.1824×1014Hz,
pertenece tanto al espectro del sistema perio´dico como al de Thue-Morse, de ah´ı
que se obtenga un valor considerable para u(n) en las diferentes partes del sistema.
Puede apreciarse, eso s´ı, el comportamiento diferente de los desplazamientos en los
diferentes bloques, siendo ma´s regular en los bloques perio´dicos en ambos extremos.
La frecuencia ω = 0.3405×1014Hz pertenece al espectro de la cadena de Thue-
Morse, pero no al del sistema perio´dico. En este caso se observa co´mo los desplaza-
mientos quedan confinados en la parte central de la estructura, y adema´s muestran
un esquema bastante complejo. Parece que los desplazamientos adquieren un val-
or considerable en ocho zonas concretas del bloque cuasiregular. Al igual que se
hizo anteriomente, podr´ıa asociarse esas zonas con ciertos bloques de la cadena de
Thue-Morse.
Por u´ltimo, la frecuencia ω = 0.4006×1014Hz, pertenece al espectro del sistema
perio´dico pero no al de Thue-Morse, y de ah´ı que sus desplazamientos ato´micos
queden confinados en uno de los bloques perio´dicos, donde presentan una gran
regularidad.
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Sistema P8 − TM4 − P8 para Al/Ag con NA = 4 y NB = 3
Ser´ıa interesante investigar, si los feno´menos que se han presentado para las es-
tructuras anteriores, con un taman˜o considerable, siguen apareciendo cuando el
taman˜o del sistema se reduce todo lo posible, salvaguardando las caracter´ısticas
diferenciadoras del mismo. Es decir, se tratar´ıa de reducir el taman˜o del sistema
pero manteniendo partes perio´dicas y cuasiregulares.
Se estudia a continuacio´n un sistema h´ıbrido formado por un bloque de Thue-
Morse de orden 4, rodeado por dos bloques perio´dicos con 8 pares AB. Es decir,
se tiene un sistema similar en cuanto a estructura a los anteriores, pero con un
nu´mero de capas considerablemente ma´s pequen˜o.
TABLA 5.11: Nu´mero de a´tomos para la estructura P8−TM4−P8 con NA = 4
y NB = 3
P8 = 56 TM4 = 56 P8 = 56 Total = 168
A = 32 A = 32 A = 32 A = 96
B = 24 B = 24 B = 24 B = 72
En la tabla 5.11 se muestra la distribucio´n de a´tomos en la estructura estudiada.
Los tres bloques que constituyen la estructura tienen el mismo taman˜o. Cada uno
de estos bloques presenta 16 capas, un nu´mero que dif´ıcilmente puede reducirse,
si se quiere que, por lo menos la parte cuasiregular, siga considera´ndose como tal.
Se va a estudiar si esta estructura, con un taman˜o casi mı´nimo, sigue presen-
tando las caracter´ısticas obtenidas en los sistemas anteriores, que presentaban un
taman˜o considerablemente mayor.
Para ilustrar esto, en la figura 5.30 se han representado los desplazamiento
ato´micos para tres frecuencias: ω = 0.1816 × 1014Hz, ω = 0.3405 × 1014Hz y
ω = 0.4005 × 1014Hz. Puede observarse como el patro´n de vibraciones que se
obtiene es similar al obtenido para estructuras de mayor taman˜o.
Destacar especialmente el confinamiento en la parte cuasiregular de la estruc-
tura para ω = 0.3405 × 1014Hz, y el confinamiento en la parte perio´dica de la
derecha para ω = 0.4005× 1014Hz, de manera ana´loga a lo obtenido para estruc-
turas con mayor nu´mero de a´tomos.
A la hora de fabricar experimentalmente estructuras multicapas, el taman˜o
de las mismas juega un papel fundamental. Reducir el taman˜o significa ahorrar
tiempos de fabricacio´n y reducir el coste de produccio´n. De ah´ı que sea intere-
sante investigar si los feno´menos que aparec´ıan para estructuras h´ıbridas con un
nu´mero de capas elevado, siguen estando presentes en sistemas con un taman˜o
considerablemente menor.
Adema´s, el hecho de que el feno´meno de confinamiento se presente tambie´n
en estructuras con un nu´mero reducido de a´tomos, demuestra que e´sta es una
propiedad robusta, y refuerza su posible aplicacio´n en sistemas de guiado y filtrado.
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Figura 5.30. Desplazamientos ato´micos para las tres frecuencias: ω = 0.1816× 1014Hz,
ω = 0.3405× 1014Hz y ω = 0.4005× 1014Hz del sistema P8 − TM4 − P8
Sistema P16 − TM4 − P16 para Al/Ag con NA = 4 y NB = 3
Para insistir en lo anterior se considera una estructura similar. En este caso se
trata de un sistema h´ıbrido formado por un bloque de Thue-Morse de orden 4,
rodeado por dos bloques perio´dicos con 16 pares AB. Es decir, se ha aumentado
el taman˜o de los bloques perio´dicos pero se mantiene el de Thue-Morse
TABLA 5.12: Nu´mero de a´tomos para la estructura P16 − TM4 − P16 con
NA = 4 y NB = 3
P16 = 112 TM4 = 56 P16 = 112 Total = 280
A = 64 A = 32 A = 64 A = 160
B = 48 B = 24 B = 48 B = 120
En la tabla 5.12 se muestra la distribucio´n de a´tomos en la estructura estudiada.
En este caso los bloques perio´dicos contienen el doble de a´tomos que el bloque
cuasiregular. Aun as´ı, la estructura presenta un taman˜o bastante reducido.
Es de esperar que para este sistema se presenten resultados similares a los del
sistema anterior, pero ahora quiza´ ma´s acusados al haber aumentado el taman˜o
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de los bloques perio´dicos.
Figura 5.31. Desplazamientos ato´micos para las tres frecuencias: ω = 0.1824× 1014Hz,
ω = 0.3405× 1014Hz y ω = 0.4006× 1014Hz del sistema P16 − TM4 − P16
En la figura 5.31 se han representado los desplazamiento ato´micos para tres
frecuencias muy parecidas o ide´nticas a las del caso anterior: ω = 0.1824×1014Hz,
ω = 0.3405 × 1014Hz y ω = 0.4006 × 1014Hz. Los resultados son pra´cticamente
ide´nticos, reforzando as´ı los comentarios que all´ı se hicieron.
5.2.5 Estructuras h´ıbridas con otras secuencias
Hasta aqu´ı se han estudiado con bastante detalle, los diferentes sistemas h´ıbridos
formados por bloques perio´dicos y bloques de Fibonacci o Thue-Morse. Se presen-
tan ahora los resultados obtenidos para estructuras similares en las que el bloque
cuasiregular es una cadena de Rudin-Shapiro o period-doubling. El planteamiento
sera´ similar al presentado anteriormente.
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La secuencia period-doubling ha aparecido ya en el capitulo anterior, mientras
que la de Rudin-Shapiro au´n no ha sido estudiada. Esta secuencia esta´ formada
por cuatro letras, A, B, C y D, ordenadas siguiendo la regla de sustitucio´n:
A→ AC,B → DC,C → AB,D → DB
de manera que, los primeros elementos de la secuencia sera´n:
RS0 = {A}, RS1 = {AC}, RS2 = {ACAB}, RS3 = {ACABACDC} . . .
El nu´mero de te´rminos en la secuencia es 2n, al igual que las secuencias de Thue-
Morse y period-doubling.
Por simplicidad y para seguir trabajando, como en casos anteriores, con dos
materiales, se puede reducir la secuencia de cuatro a dos letras. Esto se puede
llevar a cabo de dos formas diferentes:
C = A,D = B
C = B,D = A
La segunda posibilidad da lugar a una repeticio´n perio´dica de los bloques AB:
RS0 = {A}, RS1 = {AB}, RS2 = {ABAB}, RS3 = {ABABABAB} . . .
La primera posibilidad genera un sistema cuasiregular, y sera´ por ello la que se
siga aqu´ı, quedando la secuencia como:
RS0 = {A}, RS1 = {AA}, RS2 = {AAAB}, RS3 = {AAABAABA} . . .
En el Ape´ndice A se incluye ma´s informacio´n sobre la secuencia de Rudin-
Shapiro, tanto para la de 4 letras como para la de 2.
En lo que sigue se presentan, de forma resumida, algunos de los resultados ma´s
importantes que se han obtenido para los sistemas: RS9−P118−RS9 con NA = 1
y NB = 1, RS7 − P64 −RS7 con NA = 4 y NB = 3, P118 −RS9 − P118 con NA = 1
y NB = 1 y P64 − RS7 − P64 y P16 − RS3 − P16 con NA = 4 y NB = 3. En todos
los casos los materiales que se consideran son Al y Ag.
Tambie´n se analiza el sistema PD8−P236−PD8 para diferentes valores de NA
y NB, y suponiendo valores arbitrarios para los para´metros.
Sistema RS9 − P118 −RS9 para Al/Ag con NA = 1 y NB = 1
Se considera un sistema cuasiregular-perio´dico-cuasiregular, similar a los presenta-
dos anteriormente, donde ahora la parte cuasiregular de los extremos es la secuencia
Rudin-Shapiro de orden 9, de dos letras A y B, que se acaba de definir, y el bloque
central es perio´dico P118, de manera:
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TABLA 5.13: Nu´mero de a´tomos en la estructura RS9 − P118 − RS9, NA =
NB = 1
RS9 = 512 P118 = 236 RS9 = 512 Total = 1260
A = 272 A = 118 A = 272 A = 662
B = 240 B = 118 B = 240 B = 598
AAABAABA . . . ABABABAB . . . AAABAABA . . .
En este caso habra´ que tener en cuenta que el nu´mero de a´tomos de tipo A y
de tipo B no son iguales para la estructura cuasiregular, tal y como refleja la tabla
5.13. Destacar tambie´n el mayor taman˜o de los bloques cuasiregulares en relacio´n
con el taman˜o de la parte perio´dica de la estructura.
Figura 5.32. Espectro de frecuencias para la estructura RS9 − P118 −RS9 con NA = 1
y NB = 1, considerando los materiales Al/Ag. Los tria´ngulos que aparecen son los
autovalores para los que ma´s adelante se representara´n los desplazamientos
Se presenta en primer lugar el espectro de frecuencias para el sistema dado.
En la figura 5.32 se muestan los resultados considerando los materiales Al/Ag.
Aparecen marcadas con tria´ngulos de colores aquellas frecuencias para las que se
representara´n, a continuacio´n, sus desplazamientos ato´micos.
El espectro de frecuencias del sistema h´ıbrido presenta caracter´ısticas similares
a los ya presentados para Fibonacci y Thue-Morse, y como en aquellos caso, el
espectro cuasiregular queda modificado por la adicio´n del bloque perio´dico.
En la figura 5.33 se muestran los desplazamientos ato´micos para algunas fre-
cuencias seleccionadas, y se puede apreciar en ella algunos de los rasgos carac-
ter´ısticos que ya aparec´ıan en otros sistemas h´ıbridos, principalmente el confi-
namiento de determinadas frecuencias en algunos de los bloques constituyentes de
la estructura e incluso la localizacio´n en zonas muy concretas del sistema.
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Figura 5.33. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.0956× 1014Hz,
ω = 0.1589× 1014Hz, ω = 0.1961× 1014Hz, ω = 0.1962× 1014Hz,
ω = 0.2409× 1014Hz y ω = 0.4910× 1014Hz del sistema RS9 − P118 −RS9
Los desplazamientos ato´micos para la frecuencia ω = 0.0956×1014Hz aparecen
claramente confinados en el bloque de Rudin-Shapiro de la izquierda.
Lo contrario ocurre para ω = 0.1509 × 1014Hz, cuyos desplazamientos tienen
un valor apreciable en la zona central perio´dica de la estructura. Tambie´n la
frecuencia ω = 0.1962 × 1014Hz presenta un confinamiento en la parte perio´dica
de la estructura.
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Un caso algo diferente lo presenta la frecuencia ω = 0.1961 × 1014Hz. Para
ella los desplazamientos tiene un valor considerable en la zona entre el bloque de
Rudin-Shapiro de la derecha y el bloque central, extendie´ndose luego por e´ste.
Las dos u´ltimas frecuencias que se presentan ω = 0.2409 × 1014Hz y ω =
0.4910 × 1014Hz, muestran la localizacio´n de los desplazamientos en zonas muy
concretas de la estructura, ma´s que en uno de los bloques de la misma.
Sistema RS7 − P64 −RS7 para Al/Ag con NA = 4 y NB = 3
Se analiza a continuacio´n una estructura formada por un bloque central perio´dico,
con per´ıodo 64, entre dos bloques de Rudin-Shapiro de orden 7. El nu´mero de
bloques es en este caso menor que en el anterior, pero al considerar NA = 4 y
NB = 3, el taman˜o total de la estructura, viene a ser similar al de otros casos
considerados.
TABLA 5.14: Nu´mero de a´tomos para la estructura RS7 − P64 − RS7 con
NA = 4 y NB = 3
RS7 = 456 P64 = 448 RS7 = 456 Total = 1360
A = 288 A = 256 A = 288 A = 832
B = 168 B = 192 B = 168 B = 528
La distribucio´n de a´tomos en esta estructura aparece en la tabla 5.14. Puede
apreciarse co´mo el bloque perio´dico del centro es de taman˜o similar al de los
bloques cuasiregulares. Por otra parte, hay que tener en cuenta que en la secuencia
de Rudin-Shapiro el nu´mero de a´tomos de tipo A es diferente del de tipo B.
Para la estructura RS7 − P64 − RS7 con NA = 4 y NB = 3 se va a presentar
tanto el espectro de frecuencia como los desplazamientos ato´micos para algunas
frecuencias seleccionadas.
En la figura 5.34 aparece en primer lugar el espectro de frecuencias, que muestra
un comportamiento similar a otros sistemas ya analizados.
En cuanto a los desplazamientos ato´micos, la frecuencia ω = 0.0681× 1014Hz,
que pertenece al espectro de la secuencia de Rudin-Shapiro, queda confinada en la
parte cuasiregular de la estructura, aunque se extiende en parte al bloque perio´dico,
debido a que dicha frecuencia casi pertenece al espectro del bloque perio´dico.
La frecuencia ω = 0.0774×1014Hz pertenece al espectro del sistema perio´dico,
de ah´ı que sus desplazamientos queden confinados en la zona central perio´dica de
la estructura, mostrando adema´s un comportamiento bastante regular.
La tercera frecuencia considerada ω = 0.0832 × 1014Hz pertenece al espectro
de la secuencia de Rudin-Shapiro, y se obtiene un desplazamiento ato´mico consid-
erable en el bloque cuasiregular de la izquierda.
Como en casos anteriores, se ha obtenido un confinamiento separado de los
desplazamientos ato´micos en los diferentes bloques de la estructura para diferentes
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Figura 5.34. Espectro de frecuencias y desplazamientos ato´micos para las frecuencias
ω = 0.0681× 1014Hz, ω = 0.0774× 1014Hz y ω = 0.0832× 1014Hz del sistema
RS7 − P64 −RS7
rangos de frecuencias.
Sistema P118 −RS9 − P118 para Al/Ag con NA = 1 y NB = 1
Se considera ahora un sistema perio´dico-cuasiregular-perio´dico, donde el bloque
central es la secuencia de Rudin-Shapiro. En este caso los bloques perio´dicos
tendra´n 118 pares AB, y el bloque de Rudin-Shapiro sera´ de orden 9.
ABABABAB . . . AAABAABA . . . ABABABAB . . .
TABLA 5.15: Nu´mero de a´tomos en la estructura P118 − RS9 − P118, NA =
NB = 1
P118 = 236 RS9 = 512 P118 = 236 Total = 984
A = 118 A = 272 A = 118 A = 508
B = 118 B = 240 B = 118 B = 476
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En la tabla 5.15 se presenta la distribucio´n de a´tomos para esta estructura.
Puede apreciarse co´mo el bloque cuasiregular presenta un taman˜o mucho mayor
que cualquiera de los bloques perio´dicos, de hecho es casi del mismo taman˜o que
ambos bloques perio´dicos juntos. Como siempre en la secuencia de Rudin-Shapiro
que se esta´ considerando, el nu´mero de a´tomos de tipo A y B no es el mismo.
El espectro de frecuencias para este sistema es muy similar, como ocurr´ıa en
otras estructuras, al presentado para el caso RS9 − P118 − RS9 con NA = 1 y
NB = 1 y que aparec´ıa anteriormente en la figura 5.32.
Figura 5.35. Desplazamientos para las frecuencias ω = 0.0802× 1014Hz,
ω = 0.0811× 1014Hz, ω = 0.1278× 1014Hz y ω = 0.4648× 1014Hz del sistema
P118 −RS9 − P118
Se presentan en la figura 5.35 los desplazamientos para algunas frecuencias
seleccionadas, dentro del espectro de este sistema.
Puede apreciarse co´mo los desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω =
0.0802× 1014Hz y ω = 0.0811× 1014Hz, quedan confinados en el bloque perio´dico
de la izquierda.
Para la frecuencia ω = 0.1278× 1014Hz, solamente se tiene un valor apreciable
para los desplazamientos en el bloque de Rudin-Shapiro.
Por u´ltimo la frecuencia ω = 0.4680× 1014Hz tambie´n aparece confinada en la
zona perio´dica, en este caso en el bloque de la derecha.
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Sistema P64 −RS7 − P64 para Al/Ag con NA = 4 y NB = 3
Se considera ahora un sistema equivalente al anterior pero con ma´s de un a´tomo
por bloque de material. La tabla 5.16 muestra la distribucio´n de a´tomos en los
distintos bloques de esta estructura.
TABLA 5.16: Nu´mero de a´tomos para la estructura P64−RS7−P64 con NA = 4
y NB = 3
P64 = 448 RS7 = 456 P64 = 448 Total = 1352
A = 256 A = 288 A = 256 A = 800
B = 192 B = 168 B = 192 B = 552
Se presentan a continuacio´n tanto el esquema de autovalores como los desplaza-
mientos de algunas frecuencias seleccionadas, para la estructura P64 − RS7 − P64
con NA = 4 y NB = 3.
Figura 5.36. Espectro de autovalores y desplazamientos ato´micos para las frecuencias
ω = 0.0771× 1014Hz, ω = 0.1879× 1014Hz y ω = 0.5205× 1014Hz del sistema
P64 −RS7 − P64
En la figura 5.36 aparecen, adema´s del espectro de frecuencias, los desplaza-
mientos ato´micos para tres frecuencias seleccionadas. La primera, ω = 0.0771 ×
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1014Hz, no pertenece al espectro de frecuencias de la secuencia de Rudin-Shapiro,
y puede apreciarse en la gra´fica co´mo sus desplazamientos quedan confinados en
el bloque perio´dico de la izquierda, mostrando adema´s una notable regularidad.
Algo similar ocurre para la frecuencia ω = 0.5205 × 1014Hz que pertenece tam-
bie´n al espectro perio´dico y puede apreciarse co´mo sus desplazamientos quedan
confinados en el bloque perio´dico de la derecha.
La frecuencia ω = 0.1879 × 1014Hz pertenece al espectro de frecuencias de
Rudin-Shapiro, pero no al perio´dico y llama especialmente la atencio´n. Sus de-
splazamientos parecen quedar confinados en una zona concreta de la estructura,
entre el bloque central cuasiregular y el bloque perio´dico de la derecha. Entre el
bloque perio´dico de la izquierda y el bloque central cuasiregular, tambie´n parece
haber una pequen˜a variacio´n en los desplazamientos, aunque no de la misma mag-
nitud que la anterior.
Figura 5.37. Ampliacio´n de los desplazamientos ato´micos obtenidos para la frecuencia
ω = 0.1879× 1014Hz en diferentes zonas de la estructura
En la figura 5.37 se ha ampliado la gra´fica para la frecuencia ω = 0.1879 ×
1014Hz, en las dos zonas de separacio´n entre bloques perio´dicos y el bloque de
Rudin-Shapiro. A partir de la tabla 5.16, se deduce que ambas zonas caen alrededor
de la posicio´n 448 para la separacio´n del bloque perio´dico de la izquierda y el bloque
de Rudin-Shapiro, y alrededor de la posicio´n 904 para la separacio´n entre el bloque
cuasiregular y el bloque perio´dico de la derecha.
En la primera de las dos gra´ficas, dado el menor orden de magnitud de los
desplazamientos se ha tenido que ampliar la escala, y se aprecia co´mo los de-
splazamientos caen cerca de la zona de separacio´n de ambos bloques.
En la segunda gra´fica, que se corresponde con la zona realmente significativa
para los desplazamientos, dado su mayor magnitud, puede apreciarse co´mo los de-
splazamientos quedan confinados justo en la zona de separacio´n de ambos bloques.
De hecho puede observarse incluso co´mo el patro´n que muestran en la parte de
Rudin-Shapiro es ma´s irregular que el de la parte perio´dica.
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Sistema P16 −RS3 − P16 para Al/Ag con NA = 4 y NB = 3
Se estudia a continuacio´n un sistema h´ıbrido formado por un bloque de Rudin-
Shapiro de orden 3, rodeado por dos bloques perio´dicos con 16 pares AB. Es decir,
se tiene un sistema similar en cuanto a estructura a los anteriores, pero con un
nu´mero de capas considerablemente ma´s pequen˜o.
TABLA 5.17: Nu´mero de a´tomos para la estructura P16−RS3−P16 con NA = 4
y NB = 3
P16 = 112 RS3 = 30 P16 = 112 Total = 254
A = 64 A = 24 A = 64 A = 152
B = 48 B = 6 B = 48 B = 102
Figura 5.38. Desplazamientos ato´micos para las tres frecuencias: ω = 0.0774× 1014Hz,
ω = 0.1920× 1014Hz y ω = 0.5205× 1014Hz del sistema P16 −RS3 − P16
En la tabla 5.17 se muestra la distribucio´n de a´tomos en la estructura consider-
ada. Como puede apreciarse el bloque central es de menor taman˜o que los bloques
perio´dicos, de hecho so´lo tiene 8 capas: AAABAABA.
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Precisamente, se trata de mostrar tambie´n que en sistemas con menor taman˜o
siguen presentes las caracter´ısticas obtenidas en los sistemas anteriores, que pre-
sentaban un taman˜o considerablemente mayor.
Para ilustrar esto, en la figura 5.38 se han representado los desplazamientos
ato´micos para tres frecuencias: ω = 0.0774 × 1014Hz, ω = 0.1920 × 1014Hz y
ω = 0.5205 × 1014Hz. Puede observarse co´mo el patro´n de vibraciones que se
obtiene es similar al obtenido para estructuras de mayor taman˜o.
Por un lado tenemos la frecuencia ω = 0.0774× 1014Hz confinada en la parte
perio´dica de la izquierda de la estructura. Lo mismo pero en la parte derecha
ocurre para ω = 0.5205× 1014Hz.
Tambie´n hay confinamiento en la parte cuasiregular de la estructura, como se
aprecia para ω = 0.1920× 1014Hz.
El hecho de que aparezca confinamiento para estructuras de taman˜o ma´s pequen˜o
no es una cuestio´n menor, pues como se comento´ anteriormente, a efectos pra´cticos
en el proceso de fabricacio´n de estructuras multicapas, el taman˜o de las mismas
suele ser un para´metro de disen˜o fundamental a la hora de reducir costes.
Sistema PD8 − P236 − PD8 para diferentes valores de NA y NB
Se considera a continuacio´n el sistema h´ıbrido formado por un bloque perio´dico
P236, entre dos bloques que siguen la secuencia period-doubling de orden 8.
ABAAABAB . . .− ABABABAB . . .− ABAAABAB . . .
En lugar de presentar su espectro de autovalores y los desplazamientos ato´micos,
que ofrecen resultados similares a los obtenidos hasta ahora, se representara´ el co-
eficiente de Lyapunov y el coeficiente de transmisio´n. Se va a estudiar la misma
estructura pero con diferente nu´mero de a´tomos por capa de material.
En la tabla 5.18 aparecen reflejados los cuatros casos que se van a estudiar
para el sistema PD8 − P236 − PD8: a) NA = NB = 1, b) NA = 2, NB = 1,
c)NA = 3, NB = 1, y d) NA = NB = 3. Se muestra en dicha tabla la distribucio´n
de a´tomos por bloques, por tipo A o B, y en total, para los cuatro casos.
En la figura 5.39 se ha respresentado el coeficiente de Lyapunov y el coeficiente
de transmisio´n para los cuatro casos que aparecen en la tabla 5.18.
Puede apreciarse co´mo aparecen los rasgos t´ıpicos que se expusieron en el
cap´ıtulo anterior, al estudiar el espectro en funcio´n de NA y NB. Es decir, al
aumentar el nu´mero de a´tomos, aumenta tambie´n el nu´mero de bandas y dismin-
uye el coeficiente de Lyapunov. Se forman bandas con un coeficiente de transmisio´n
cercano a la unidad, en diferentes rangos de frecuencias, incluso para frecuencias
medias y altas.
Esto se corresponde con los casos analizados anteriormente para distintas es-
tructuras con NA = 4 y NB = 3, en los que se ve´ıa un espectro de autovalores
formado por un mayor nu´mero de bandas permitidas, aunque de menor taman˜o.
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TABLA 5.18: Distribucio´n de a´tomos en la estructura PD8−P236−PD8 para
cuatro casos con diferentes valores de NA y NB
PD8 = 256 P236 = 472 PD8 = 256 Total = 984
NA = 1, NB = 1 A = 171 A = 236 A = 171 A = 578
B = 85 B = 236 B = 85 B = 406
PD8 = 427 P236 = 708 PD8 = 427 Total = 1562
NA = 2, NB = 1 A = 342 A = 472 A = 342 A = 1156
B = 85 B = 236 B = 85 B = 406
PD8 = 598 P236 = 944 PD8 = 598 Total = 2140
NA = 3, NB = 1 A = 513 A = 708 A = 513 A = 1734
B = 85 B = 236 B = 85 B = 406
PD8 = 768 P236 = 1416 PD8 = 768 Total = 2952
NA = 3, NB = 3 A = 513 A = 708 A = 513 A = 1734
B = 255 B = 708 B = 255 B = 1218
Figura 5.39. Coeficiente de Lyapunov y coeficiente de transmisio´n para el sistema
h´ıbrido PD8 − P236 − PD8, considerando diferentes valores para NA y NB
La figura 5.39 pone de manifiesto que para esas bandas el coeficiente de transmisio´n
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sera´ bastante elevado.
5.2.6 Resumen de resultados para sistemas h´ıbridos
En los diferentes subapartados dedicados al estudio de los sistemas h´ıbridos se
han considerado varios ejemplos en los que se ha variado la estructura, el tipo
de secuencia, el valor de los para´metros, el taman˜o del sistema, y el nu´mero de
a´tomos por capa de material. Todos las estructuras que se han analizado aparecen
resumidas en la tabla 5.19.
TABLA 5.19: Estructuras h´ıbridas que se han analizado
Estructura Para´metros NA, NB TotalA/TotalB/Total
F13 − P116 − F13 arbitrarios 1, 1 604/382/986
Al/Ag
F10 − P49 − F10 Al/Ag 4, 3 636/351/987
P152 − F13 − P152 Al/Ag 1, 1 548/437/985
P49 − F10 − P49 Al/Ag 4, 3 612/396/1008
TM8 − P236 − TM8 arbitrarios 1, 1 492/492/984
TM8 − P65 − TM8 arbitrarios 1, 1 321/321/642
TM9 − P116 − TM9 Al/Ag 1, 1 630/630/1260
TM7 − P64 − TM7 Al/Ag 4, 3 768/576/1344
P118 − TM9 − P118 arbitrarios 1, 1 492/492/984
Al/Ag
P64 − TM7 − P64 Al/Ag 4, 3 768/576/1344
P8 − TM4 − P8 Al/Ag 4, 3 96/72/168
P16 − TM4 − P16 Al/Ag 4, 3 160/120/280
RS9 − P118 −RS9 Al/Ag 1, 1 662/598/1260
RS7 − P64 −RS7 Al/Ag 4, 3 832/528/1360
P118 −RS9 − P118 Al/Ag 1, 1 508/476/984
P64 −RS7 − P64 Al/Ag 4, 3 800/552/1352
P16 −RS3 − P16 Al/Ag 4, 3 152/102/2254




En general, los resultados obtenidos muestran algunos rasgos comunes en todas
las estructuras.
• Al considerar estructuras h´ıbridas formadas por bloques perio´dicos y cuasireg-
ulares, se modifica el espectro de frecuencias de esto´s u´ltimos, principalmente
su estructura de gaps primarios y secundarios.
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• El espectro de frecuencias que se obtiene para sistemas cuasiregular-perio´dico-
cuasiregular y perio´dico-cuasiregular-perio´dico es pra´cticamente el mismo.
Es decir, ambas estructuras presentan la misma distribucio´n de bandas per-
mitidas y gaps.
• Los desplazamientos ato´micos para las frecuencias de la parte baja del es-
pectro no son capaces de discernir los diferentes bloques constituyentes y
muestran un comportamiento uniforme a lo largo de toda la estructura, co-
mo cabe esperar para vibraciones de gran longitud de onda. Sin embargo,
las frecuencias ma´s altas, cuyos desplazamientos se extienden por toda la
estructura, s´ı presentan un comportamiento diferente dependiendo de que el
bloque sea perio´dico o cuasiregular.
• Ciertas frecuencias presentan desplazamientos ato´micos confinados en deter-
minados bloques de la estructura. En general, se ha podido ver que si la
frecuencia pertenece al espectro del sistema perio´dico pero no al del sistema
cuasiregular, sus desplazamientos aparecera´n confinados en la parte perio´dica
de la estructura, y viceversa. Esto permite, una vez conocidos los espectros
de la estructura perio´dica y cuasiregular correspondientes, predecir que´ fre-
cuencias quedara´n confinadas en que´ partes de la estructura. Esta es una
propiedad interesante de cara a la posible utilizacion de estos sistemas en
diferentes aplicaciones.
• Algunas frecuencias presentan desplazamientos ato´micos fuertemente local-
izados en zonas muy concretas de la estructura.
• Estas caracter´ısticas de los sistemas h´ıbridos no parecen tener una influen-
cia directa en algunas propiedades f´ısicas como pueda ser la conductividad
te´rmica.
De los efectos sen˜alados anteriormente, el ma´s interesante apriori, es la posibil-
idad de confinar ciertos rangos de vibraciones en diferentes partes de la estructura,
pues hace de los sistema h´ıbridos candidatos potenciales para diversas aplicaciones
como el filtrado y guiado de vibraciones.
Para reforzar las posibilidades de estos materiales en futuras aplicaciones, se
ha intentado asemejar en lo posible el modelo unidimensional utilizado, con un
so´lido real, apuntando en tres direcciones:
• Considerando como materiales constituyentes el aluminio y la plata, dos
materiales con los que se forman multicapas meta´licas de buena calidad.
• Extendiendo el modelo a sistemas con ma´s de un a´tomo por capa de material,
tal y como ocurre en multicapas reales.
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• Estudiando sistemas con un nu´mero de capas no muy grande, puesto que el
taman˜o de la estructura y el nu´mero de capas es un para´metro de disen˜o
muy importante en la fabricacio´n de multicapas.
El efecto de confinamiento tiene lugar para todas estas situaciones, lo que indica
la robustez del efecto, y facilita las posibles aplicaciones.
A lo anterior hay que an˜adir el amplio rango de posibilidades de disen˜o que
ofrecen estas estructuras:
• Se pueden combinar bloques perio´dicos con diferentes bloques cuasiregu-
lares. Aqu´ı se han considerado varios: Fibonacci, Thue-Morse, Rudin-
Shapiro y period-doubling. Pero hay otros tipos de secuencias cuasiregu-
lares que abrir´ıan el abanico de posibilidades todav´ıa ma´s. Aunque el efecto
de confinamiento se ha visto que esta´ presente en todas las estructuras es-
tudiadas, cada una de ellas tiene sus propias particularidades, y como se
comento´ anteriormente, dependiendo del espectro del sistema perio´dico y del
de la secuencia cuasiregular considerada, se tendra´ la capacidad de predecir
que´ modos quedara´n confinados en determinadas partes de la estructura.
• Otro para´metro de disen˜o es la posilibilidad de elegir entre estructuras P −
Q − P o Q − P − Q, que aunque semejantes, tienen sus particularidades,
como se ha visto a lo largo del presente apartado.
• La inclusio´n de diversos tipos de materiales (no hay por que´ limitarse a
Al/Ag) aumenta las posibilidades de modificar y controlar las propiedades
vibracionales en estructuras multicapas.
• El nu´mero de a´tomos por capa de material, permite modificar la estructura
del espectro. En este sentido puede ser de gran ayuda el estudio que se hizo
en el cap´ıtulo anterior, sobre la influencia del nu´mero de a´tomos por capa,
en las distintas secuencias cuasiregulares.
• Otro para´metro de disen˜o de cara a posibles aplicaciones, ser´ıa el taman˜o
de cada uno de los bloques que constituyen la estructura. Reduciendo, por
ejemplo, el taman˜o del bloque central, se podr´ıa confinar a regiones ma´s
pequen˜as los modos correspondientes.
• Aparece tambie´n la posibilidad de estudiar sistemas h´ıbridos, que en lugar de
combinar bloques perio´dicos con bloques cuasiregulares, combinen bloques
cuasiregulares de secuencias distintas.
Algunos trabajos publicados recientemente, ofrecen resultados similares a los
aqu´ı presentados, aunque considerando sistemas diferentes [269]. Se echa en falta
ma´s trabajo experimental que ilustre las caracter´ısticas particulares que muestran
los sistemas cuasiregulares.
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5.3 Sistemas cuasiregulares con simetr´ıa especu-
lar
Se considera a continuacio´n un nuevo tipo de sistema compuesto en el que se
combina una secuencia cuasiregular de alguno de los tipos vistos hasta ahora, con
ella misma pero crecida en orden inverso. De esta manera se tiene una estructura
unidimensional que presenta una simetr´ıa especular a partir de un plano que pasa
por su centro. A partir de ahora, a la secuencia sime´trica de una dada, por ejemplo
Fn, se la designara´ por F n.
Es de esperar que la presencia de esa simetr´ıa pueda introducir algunas mod-
ificaciones en el espectro de frecuencias del sistema, e incluso dar lugar a cierta
localizacio´n o confinamiento de los desplazamientos ato´micos, de forma similar al
caso de los sistemas h´ıbridos que se han analizado en el apartado anterior.
De hecho, las propiedades o´pticas de este tipo de sistemas ya han sido estu-
diadas en cierto modo, y se ha obtenido en multicapas de Fibonacci crecidas de
forma sime´trica, una transmisio´n o´ptica perfecta [156,158].
En la figura 5.40 se muestra un ejemplo de cadena cuasiregular con simetr´ıa
especular. El modelo f´ısico que se utiliza en este apartado es el mismo con el que
se ha trabajado anteriormente.
Figura 5.40. Estructura de Fibonacci crecida con simetr´ıa especular, siguiendo el
modelo general considerado
Como en el caso de los sistemas h´ıbridos, se van a considerar diversos ejemplos,
para tener en cuenta las distintas posibilidades que pueden presentarse: tipo de
secuencia, valores de los para´metros, nu´mero de a´tomos por bloque de material,
taman˜o de la estructura . . .
En concreto se analizan sistemas de Fibonacci sime´tricos de orden 12 para
NA = NB = 1 y NA = 3, NB = 1, y de orden 13 para NA = NB = 1. Se estudia la
simetr´ıa en sistemas de Thue-Morse y por u´ltimo la secuencia de Rudin-Shapiro
de orden 9 con NA = NB = 1. Los estudios se centran en el sistema Al/Ag cuyos
resultados caracterizan los obtenidos para otros sistemas con diferentes para´metros.
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5.3.1 Sistema de Fibonacci sime´trico
Teniendo en cuenta la secuencia de Fibonacci, que ya ha sido presentada con
anterioridad, la estructura sime´trica Fn|F n para diferentes o´rdenes n, sera´ la que
se muestra a continuacio´n:
F4|F 4 = ABAAB|BAABA
F5|F 5 = ABAABABA|ABABAABA
F6|F 6 = ABAABABAABAAB|BAABAABABAABA
F7|F 7 = ABAABABAABAABABAABABA|ABABAABABAABAABABAABA
En el caso de la secuencia de Fibonacci hay que llamar la atencio´n sobre la es-
tructura cercana al plano de simetr´ıa. En el caso de una secuencia de orden impar,
que termina por la letra A, se tiene el d´ımero AA en el centro de la estructura.
Esta situacio´n no es, a priori, demasiado interesante, pues a lo largo de la cadena
de Fibonacci aparece varias veces el bloque AA.
Para una secuencia de Fibonacci de orden par, que termina por la letra B,
s´ı hay una novedad que promete ser interesante. En este caso, en el centro de la
estructura se tiene el d´ımero BB, que no aparece nunca en la cadena de Fibonacci.
A la hora de estudiar las vibraciones en estos casos, es de esperar que el d´ımero
BB de´ lugar a modos localizados en la estructura.
Se analizan a continuacio´n diferentes sistemas, tanto de orden par como impar,
para tratar de mostrar sus propiedades.
Caso F12|F 12 con NA = 1 y NB = 1
En primer lugar se analiza un sistema de Fibonacci de orden par con simetr´ıa
especular F12|F 12. En este caso se toma NA = 1 y NB = 1. Ma´s adelante se
estudiara´ este sistema para ma´s de un a´tomo por bloque de material.
En la figura 5.41 se ha representado el espectro de frecuencias para una se-
cuencia de Fibonacci de orden 12 y para esa misma secuencia crecida de forma
sime´trica, con lo cual doblara´ su taman˜o, como se puede apreciar a continuacio´n.
A B Total
288 178 466
La caracter´ıstica ma´s importante que se obtiene al comparar ambas gra´ficas es
la presencia de un autovalor aislado en el segundo gap primario, a una frecuencia
de ω = 0.238 × 1014Hz, para el sistema sime´trico, y que no esta´ presente en el
espectro de la secuencia de Fibonacci. Es fa´cil mostrar que este modo localizado
en el espectro de frecuencias, esta´ asociado al d´ımero BB que aparece en el sistema
sime´trico, pero no aparece en la secuencia de Fibonacci. Uno de los autovalores
asociados a BB es cero, y el otro se obtiene a partir de:
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Figura 5.41. Espectro de frecuencias para un sistema de Fibonacci de orden 12 y para





que en este caso se corresponde con ω = 0.238 × 1014Hz, y coincide con el modo
localizado en el espectro de frecuencias.
Figura 5.42. Frecuencias seleccionadas para representar los desplazamientos ato´micos
en el sistema de Fibonacci de orden 12 sime´trico
Para obtener ma´s informacio´n sobre el espectro de vibracio´n de los sistemas
con simetr´ıa especular, se va a representar el desplazamiento ato´mico de algunas
frecuencias seleccionadas. En la figura 5.42 se han marcado sobre el espectro de
vibraciones, aquellas frecuencias seleccionadas para estudiar los desplazamientos
ato´micos en el sistema considerado.
En primer lugar, se consideran dos frecuencias en bordes de gaps, ω = 0.2000×
1014Hz y ω = 0.3420× 1014Hz. En la figura 5.43 se muestran los desplazamientos
ato´micos para esas dos frecuencias y puede apreciarse co´mo su comportamiento
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no difiere mucho del de un sistema cuasiregular de Fibonacci. Se aprecia, eso s´ı,
la simetr´ıa de los desplazamientos con respecto al plano de simetr´ıa especular del
sistema.
Figura 5.43. Desplazamientos ato´micos para dos frecuencias situadas en el borde de los
gaps: ω = 0.2000× 1014Hz y ω = 0.3420× 1014Hz
Ma´s interesante es el caso de aquellas frecuencias que caen dentro del gap, como
es el caso de ω = 0.2380 × 1014Hz y ω = 0.3370 × 1014Hz. En la figura 5.44 se
muestran sus desplazamientos. Puede apreciarse en este caso el cara´cter localizado
de estos modos en la parte central de la estructura.
Figura 5.44. Desplazamientos ato´micos para dos frecuencias situadas dentro de los
gaps: ω = 0.2380× 1014Hz y ω = 0.3370× 1014Hz
Los comportamientos sen˜alados pueden observarse para otras frecuencias, den-
tro o alrededor de los gaps primarios o secundarios. Otro ejemplo se muestra en la
figura 5.45, para la frecuencia ω = 0.1500× 1014Hz, situada en el gap que separa
las dos primeras bandas.
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Figura 5.45. Desplazamientos ato´micos para la frecuencia ω = 0.1500× 1014Hz situada
dentro del gap que separa las dos primeras bandas permitidas
Caso F13|F 13 con NA = 1 y NB = 1
Se analiza ahora un sistema de Fibonacci de orden impar con simetr´ıa especular
F13|F 13 y donde NA = 1 y NB = 1. La principal diferencia de este sistema con
el anterior de orden par, radica, como se sen˜alo´ anteriormente, en que ahora en
la zona de unio´n de los dos bloques se tendra´ un d´ımero AA, que s´ı aparece en
la secuencia de Fibonacci simple, y no un d´ımero BB, que como se sen˜alo´ en el
apartado anterior, daba lugar a efectos interesantes.
Figura 5.46. Espectro de frecuencias para un sistema de Fibonacci de orden 13 y para
esa misma estructura crecida con simetr´ıa especular
En la figura 5.46 se ha representado el espectro de frecuencias para una secuen-
cia de Fibonacci de orden 13 y para la estructura que se analiza en este apartado.
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Figura 5.47. Ampliacio´n del primer gap para la estructura sime´trica F13|F 13
Figura 5.48. Desplazamientos ato´micos para cuatro frecuencias pertenecientes al
primer gap: ω = 0.1440× 1014Hz, ω = 0.1500× 1014Hz, ω = 0.1560× 1014Hz y
ω = 0.1620× 1014Hz
En el centro de la estructura tendremos el d´ımero AA, cuyo modo normal de
vibracio´n, dejando aparte la solucio´n trivial ω = 0Hz, sera´ ω = 0.429 × 1014Hz.
Tambie´n se tendra´ el tetra´mero BAAB, con modos normales: ω = 0Hz, ω =
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0.129 × 1014Hz, ω = 0.363 × 1014Hz y ω = 0.559 × 1014Hz. En cualquier caso,
tanto el d´ımero AA como el tetra´mero BAAB esta´n presentes en la secuencia de
Fibonacci, con lo cual no es de esperar una contribucio´n especial de ambos.
Sin embargo, s´ı se observa en el espectro de la estructura sime´trica, la aparicio´n
de estados en los bordes de algunos gaps, e incluso en la zona intemedia de estos, tal
y como ocurr´ıa para la secuencia de orden par. En la figura 5.46 se ha marcado con
un c´ırculo la zona cercana al primer gap, donde aparecen dos estados intermedios,
tal y como se muestra en la figura 5.47, que es una ampliacio´n de esa zona.
Se representan en la figura 5.48 los desplazamientos ato´micos para las dos
frecuencias del borde de ese primer gap, y para las dos frecuencias que caen dentro
de e´l.
Como puede apreciarse, los resultados son similares a los que se presentaron
para la secuencia de Fibonacci de orden 12 sime´trica.
Figura 5.49. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.2025× 1014Hz,
ω = 0.3370× 1014Hz, ω = 0.3420× 1014Hz y ω = 0.3430× 1014Hz
En las frecuencias situadas en los bordes del gap, ω = 0.1440 × 1014Hz y
ω = 0.1620× 1014Hz, se aprecia un comportamiento caracter´ıstico de un sistema
cuasiregular, mostrando los desplazamientos un comportamiento ma´s o menos
sime´trico con respecto al plano de simetr´ıa especular del sistema.
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Las frecuencias que caen dentro del gap presentan un cara´cter localizado, ω =
0.1500 × 1014Hz en una de las partes de la estructura y ω = 0.1560 × 1014Hz en
el centro del sistema, coincidiendo con el plano de simetr´ıa.
Un comportamiento similar puede apreciarse para frecuencias situadas en otras
partes del espectro, tal y como ilustra la figura 5.49. Los desplazamientos ato´micos
para la frecuencia ω = 0.2025 × 1014Hz reflejan la simetr´ıa del sistema, as´ı co-
mo su cara´cter cuasiregular. En las frecuencias ω = 0.3370 × 1014Hz y ω =
0.3420 × 1014Hz aparecen desplazamientos confinados en regiones pro´ximas a la
parte central de la estructura. Por u´ltimo, en ω = 0.3430 × 1014Hz puede obser-
varse co´mo los desplazamientos se localizan solamente en la parte izquierda de la
estructura, mostrando en esa zona un comportamiento caracter´ıstico de un sistema
cuasiregular.
Caso F12|F 12 con NA = 3 y NB = 1
Se considera a continuacio´n una secuencia de Fibonacci de orden 12 sime´trica con
NA = 3 y NB = 1. Interesa estudiar, como se ha hecho en otras ocasiones, el
espectro y los desplazamientos ato´micos de estos sistemas cuando el nu´mero de
a´tomos por capa de material es mayor que 1. A continuacio´n se muestra el nu´mero
de a´tomos de cada tipo y total para esta estructura:
A B Total
864 178 1042
En la figura 5.50 se muestra el espectro de frecuencias para una secuencia de
Fibonacci de orden 12, y para la estructura con simetr´ıa especular, considerando
en ambos casos NA = 3 y NB = 1.
Figura 5.50. Espectro de frecuencias para un sistema de Fibonacci de orden 12 y para
esa misma estructura crecida con simetr´ıa especular, considerando en ambos casos
NA = 3 y NB = 1
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Puede apreciarse el espectro fragmentado caracter´ıstico de los sistemas de Fi-
bonacci. En la estructura sime´trica se puede observar tambie´n la presencia de
autovalores aislados, especialmente el que se encuentra a mitad del segundo gap
primario, con un valor ω = 0.2380 × 1014Hz, y que esta´ asociado a la presencia
del d´ımero BB en el plano de simetr´ıa especular.
Se analizan a continuacio´n las dos zonas ma´s interesantes del espectro para
la estructura sime´trica. En primer lugar, se presenta de forma ampliada en la
figura 5.51, el espectro para frecuencias cercanas al segundo gap primario. En ella
aparecen marcadas las tres frecuencias para las que se representa el desplazamiento
ato´mico en la misma figura, y que son ω = 0.1984× 1014Hz, ω = 0.2383× 1014Hz
y ω = 0.2662× 1014Hz.
Figura 5.51. Ampliacio´n del espectro de frecuencias para el sistema sime´trico F12|F 12 y
desplazamientos ato´micos para tres de esas frecuencias: ω = 0.1984× 1014Hz,
ω = 0.2383× 1014Hz y ω = 0.2662× 1014Hz
Puede apreciarse en la figura 5.51 el cara´cter claramente localizado del modo
ω = 0.2383×1014Hz, que se encuentra en medio del gap, y que aparec´ıa tambie´n en
el mismo sistema cuandoNA = 1 yNB = 1. Para la frecuencia ω = 0.1984×1014Hz
se observa un comportamiento t´ıpico de un sistema cuasiregular, sin ningu´n rasgo
relevante, mientras que la frecuencia ω = 0.2662×1014Hz queda confinada en una
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de las partes de la estructura, tal y como ha ocurrido anteriormente para otros
sistemas sime´tricos e h´ıbridos.
En la figura 5.52 se ampl´ıa la regio´n del espectro del sistema s´ımetrico F12 con
NA = 3 y NB = 1, correspondiente al tercer gap primario. En esa imagen ampli-
ada se han marcado las tres frecuencia cuyos desplazamientos tambie´n aparecen
representados: ω = 0.3201×1014Hz, ω = 0.3202×1014Hz y ω = 0.4018×1014Hz.
Figura 5.52. Ampliacio´n del espectro de frecuencias para el sistema sime´trico F12|F 12 y
desplazamientos ato´micos para tres de esas frecuencias: ω = 0.3201× 1014Hz,
ω = 0.3202× 1014Hz y ω = 0.4018× 1014Hz
Los desplazamientos que se muestran en la figura 5.52 ponen de manifiesto
la diversidad de patrones de vibracio´n que introducen estas estructuras com-
puestas. Los desplazamientos ato´micos de los modos ω = 0.3201 × 1014Hz y
ω = 0.4018×1014Hz, presentan el mismo cara´cter sime´trico que la estructura. Hay
que destacar especialmente el comportamiento de los desplazamientos ato´micos
para ω = 0.3202×1014Hz, que exhibe una clara localizacio´n en la zona pro´xima al
centro de la estructura. A pesar de la cercan´ıa de los modos ω = 0.3201× 1014Hz
y ω = 0.3202×1014Hz, situados ambos cerca del borde de la banda, este u´ltimo se
puede considerar un modo separado de la banda y muestra as´ı un desplazamiento
ato´mico localizado.
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A modo de resumen puede sen˜alarse que los sistemas de Fibonacci con simetr´ıa
especular presentan frecuencias cuyos desplazamientos ato´micos esta´n claramente
localizados, y frecuencias con desplazamientos confinados en una de las partes de
la estructura, aparte de los tipos propios de la secuencia de Fibonacci.
Resultados similares se obtienen para la misma estructura considerandoNA = 1
y NB = 3.
5.3.2 Sistema de Thue-Morse sime´trico
La estructura de Thue-Morse con simetr´ıa especular se construye de forma similar
a como se presento´ para el caso de Fibonacci, aunque habra´ que tener en cuenta,
en este caso, ciertas particularidades de la secuencia. Un ejemplo del sistema que
se va a considerar en este apartado se ilustra en la figura 5.53.
Figura 5.53. Cadena de Thue-Morse con simetr´ıa especular, dentro del modelo general






A diferencia de la secuencia de Fibonacci, la secuencia de Thue-Morse presen-
ta simetr´ıa para o´rdenes pares. Por ejemplo TM2 = ABBA, que como puede
apreciarse es una estructura sime´trica. Esto ocurre para cualquier secuencia de
Thue-Morse de orden par, pero no para las de orden impar.
A la hora de crecer una estructura sime´trica, esto tiene las siguientes conse-
cuencias:
• Si a partir de una secuencia de orden impar, se contruye de la forma indicada
la estructura sime´trica, se obtiene la secuencia de Thue-Morse de orden par
siguiente, con lo cual la nueva estructura no supone ninguna novedad.
• Si se construye la estructura sime´trica de una secuencia de orden par, el resul-
tado tampoco aporta un sistema nuevo, pues se obtiene la misma secuencia
repetida dos veces.
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Lo anterior se puede resumir de la siguiente forma:
Si n es impar: TMn|TMn = TMn+1
Si n es par: TMn|TMn = (TMn)2
El caso de Thue-Morse no aporta nada nuevo ya que las posibilidades disponibles
dan origen a generaciones de orden ma´s alto o a una repeticio´n de la secuencia
dada.
5.3.3 Sistema de Rudin-Shapiro sime´trico
Se considera a continuacio´n una cadena de Rudin-Shapiro, crecida con simetr´ıa
especular, con NA = 1 y NB = 1. Esta secuencia de cuatro letras ya se presento´
anteriormente, as´ı como tambie´n las dos variantes de dos letras, una en la que
C = B, D = A y que da lugar a una simple secuencia perio´dica, y la otra con







En este caso, el nu´mero de elementos para un orden dado n, es como en los
casos de Thue-Morse y period-doubling, 2n. La secuencia no presenta simetr´ıa,
como s´ı ocurr´ıa para Thue-Morse, y en este sentido, resulta interesante estudiar
sus propiedades como sistema con simetr´ıa especular.
Por otra parte, en la secuencia de Rudin-Shapiro que se esta´ considerando
ya aparecen todos los bloques elementales, por lo que no es de esperar modos
localizados asociados con d´ımeros del tipo BB, como ocurr´ıa para Fibonacci.
En la figura 5.54 se muestra el espectro de frecuencias para una secuencia de
Rudin-Shapiro de orden 9, que contiene 512 a´tomos, de los cuales 272 son de tipo
A y 240 son de tipo B.
Tambie´n aparece el espectro para dicha secuencia crecida de forma sime´trica
de manera que el nu´mero de a´tomos sera´ justo el doble, 1024 con 544 de tipo A y
480 de tipo B.
A la vista de la figura 5.54 puede apreciarse co´mo el espectro para el sistema
sime´trico presenta caracter´ısticas similares al del sistema Rudin-Shapiro normal,
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Figura 5.54. Espectro de frecuencias para un sistema de Rudin-Shapiro de orden 9, y
para esas mismas estructuras crecidas con simetr´ıa especular, considerando C = A y
D = B, con NA = 1 y NB = 1. Aparece tambie´n ampliada la zona del espectro para
la que se calculara´n algunos desplazamientos ato´micos, cuyas frecuencias aparecen
marcadas como tria´ngulos en la figura
pero con algunos factores distintivos, como la presencia de algunos modos en los
gaps o en los bordes de los mismos, de forma similar a como ocurr´ıa para el caso
de Fibonacci.
La tercera gra´fica de la figura 5.54, que es una ampliacio´n de una parte del
espectro del sistema sime´trico, pone de manifiesto ma´s claramente estas carac-
ter´ısticas. Ah´ı aparecen tambie´n marcadas algunas frecuencias cuyos desplaza-
mientos ato´micos se representan a continuacio´n.
En la figura 5.55 se muestran los desplazamientos ato´micos para las frecuencias
ω = 0.0660× 1014Hz, ω = 0.0680× 1014Hz, ω = 0.1610× 1014Hz y ω = 0.1620×
1014Hz.
En general se observa una gran variedad de patrones de vibracio´n, desde los
caracter´ısticos de los sistemas cuasiregulares, por ejemplo para ω = 0.0680 ×
1014Hz y ω = 0.1610 × 1014Hz, hasta los que confinan las vibraciones en una
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Figura 5.55. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias: ω = 0.0660× 1014Hz,
ω = 0.0680× 1014Hz, ω = 0.1610× 1014Hz y ω = 0.1620× 1014Hz
de las partes del sistema sime´trico, como pueda ser ω = 0.0660 × 1014Hz y ω =
0.1620× 1014Hz.
5.3.4 Resumen de resultados para sistemas sime´tricos
Como en el caso de los sistemas h´ıbridos, son muchas las posibles combinaciones
que ofrecen los sistemas cuasiregulares con simetr´ıa especular. Se ha intentando
aqu´ı hacer un estudio representativo sin alargarlo en exceso, puesto que los resul-
tados para otros sistemas que aqu´ı no se han considerado vienen a ser similares a
los que han servido de ejemplo.
A continuacio´n aparecen de forma resumida los diferentes sistemas que se han
analizado en este apartado (tabla 5.20).
Del estudio de estos ejemplos se obtienen las siguientes conclusiones para es-
tructuras con simetr´ıa especular:
• En el espectro de algunos sistemas se ha encontrado la presencia de modos
aislados dentro de algunos gaps primarios y secundarios. En algunos casos,
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TABLA 5.20: Sistemas sime´tricos analizados
Estructura Para´metros Nu´mero de a´tomos
F12|F12 Al/Ag NA = 1, NB = 1
F13|F13 Al/Ag NA = 1, NB = 1
F12|F12 Al/Ag NA = 3, NB = 1
RS9|RS9 Al/Ag NA = 1, NB = 1
esos modos parecen estar asociados con bloques que esta´n presentes en el
sistema sime´trico, pero no lo esta´n en la secuencia simple, como puede ser
el caso del bloque BB en la secuencia de Fibonacci. Los desplazamientos
ato´micos para estos modos muestran un cara´cter claramente localizado en
ciertas partes de la estructura.
• A partir de la estructura que se forma en el plano de simetr´ıa, se pueden
predecir algunas de las frecuencias que presentara´n el comportamiento ante-
rior. Es decir, calculando anal´ıticamente los modos normales de vibracio´n del
bloque BB, por ejemplo, se obtienen algunos de aquellos modos que quedan
aislados dentro de los gaps y que muestran un cara´cter localizado.
• Se observan tambie´n en los sistemas sime´tricos, algunos estados en los bordes
de los gaps, que presentan un comportamiento localizado. En este caso, sera´
dif´ıcil calcular anal´ıticamente que´ modos presentan este comportamiento.
• Otro rasgo muy interesante es la aparicio´n de un confinamiento selectivo
de ciertos modos de vibracio´n en ciertas partes de la estructura, de forma
parecida a lo que ocurr´ıa para los sistemas h´ıbridos que se estudiaron en el
apartado anterior.
• La existencia de modos localizados en gaps primarios puede ser u´til en el
desarrollo de dispositivos para filtrado y guiado de ondas, aunque en este
sentido har´ıa falta ma´s trabajo experimental que apoyara los resultados que
aqu´ı se ofrecen.
• A ra´ız de esto, resulta todav´ıa ma´s interesante la posibilidad de predecir que´
modos (o por lo menos algunos de ellos), presentan ese cara´cter localizado.
• Surge as´ı la posibilidad de disen˜ar nuevas estructuras basadas en sistemas
sime´tricos. Por ejemplo, se podr´ıa construir una estructura sime´trica, como
las que se han presentado, pero an˜adiendo en el plano especular n capas
A. De esta forma, calculando los modos normales de vibracio´n del bloque
central AAAA . . ., se podr´ıan predecir algunos de los modos aislados que se
originar´ıan.
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• Aparece tambie´n la posibilidad de combinar los sistemas sime´tricos con blo-
ques perio´dicos, para obtener as´ı estructuras h´ıbridas similares a las presen-
tadas en el apartado anterior, y que ofrezcan nuevas propiedades que com-
plementen a las obtenidas para sistemas h´ıbridos y para sistemas sime´tricos.
Las caracter´ısticas de los sistemas sime´tricos que se acaban de presentar, no
se dan por igual en todas las secuencias, pues por as´ı decirlo, habra´ secuencias
cuasiregulares que ofrezcan mejores posibilidades que otras a la hora de confor-
mar estas estructuras. Esta es una de las principales ventajas que se obtiene del
estudio de varios tipos de secuencias cuasiregulares, y que permite ofrecer alguna
conclusio´n ma´s al respecto:
• Despue´s de estudiar las propiedades vibracionales para sistemas de Fibonac-
ci, Thue-Mose y Rudin-Shapiro, con simetr´ıa especular, se obtiene que al-
gunas de las propiedades de estos sistemas dependera´n de las caracter´ısticas
propias de cada secuencia. Principalmente de si la secuencia presenta de
por s´ı simetr´ıa, como es el caso de Thue-Morse, o no, como en Fibonacci y
Rudin-Shapiro. Tambie´n de si en la secuencia aparecen o no d´ımeros que s´ı lo
hacen en la secuencia crecida de forma sime´trica, como es el caso del bloque
BB que no aparece en la secuencia de Fibonacci, pero s´ı en su estructura
sime´trica para o´rdenes pares.
• El estudio anterior nos permite establecer que´ secuencias ofrecen mejores
perspectivas para el crecimiento de estructuras con simetr´ıa especular. En
este sentido, la secuencia de Fibonacci sera´ la ma´s prometedora, en principio,
de las analizadas aqu´ı, puesto que no es sime´trica ni presenta en su estructura
agrupaciones como el d´ımero BB.
• La secuencia de Rudin-Shapiro ofrece, a priori, ma´s posibilidades que la de
Thue-Morse a la hora de crecerse con simetr´ıa especular. Aunque presenta
el d´ımero BB, no es sime´trica de por s´ı.
• La secuencia de Thue-Morse no aporta nada nuevo en este caso, pues sus
combinaciones sime´tricas dan origen a generaciones de orden superior o a
una repeticio´n de la secuencia dada.
• A ra´ız de los comentarios anteriores, se puede intuir que la secuencia period-
doubling ofrecera´ tambie´n muchas posibilidades para poder ser crecida con
simetr´ıa especular, pues al igual que la de Fibonacci, no es sime´trica y tam-
poco presenta en su estructura simple el d´ımero BB, que s´ı aparecer´ıa para
la estructura compuesta con simetr´ıa especular.
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5.4 Sistemas cuasiregulares con secuencias alter-
nadas
El tercer tipo de sistema compuesto que se va a estudiar consiste en la combinacio´n
de una secuencia cuasiregular (por ejemplo, ABAABABA . . .) con ella misma
pero cambiando A por B y viceversa (BABBABAB . . .). A partir de ahora a
la secuencia alternada se la representara´ con un asterisco como super´ındice, de
manera que la secuencia alternada de Fn sera´ F
∗
n . Se sigue considerando el sistema
Al/Ag.
Aunque en principio este tipo de sistemas pueda parecer muy similar a las
estructuras sime´tricas que se han considerado en el apartado anterior, hay algu-
nas diferencias considerables. Principalmente, en los sistemas sime´tricos los dos
bloques que se consideran tienen un espectro ide´ntico, y las nuevas propiedades
surgen a ra´ız de la disposicio´n geome´trica de la nueva estructura. Como resultado
de esto, el espectro que se obtiene es pra´cticamente el mismo, pero con ciertos
modos situados en gaps primarios y secundarios, y en los bordes de algunos de
esos gaps.
Ahora, al considerar secuencias alternadas, se unen dos bloques con espectros
bastante diferentes. Es de esperar entonces, que la nueva estructura que se ob-
tiene a partir de una secuencia dada y su secuencia alternada (ABAABABA . . .−
BABBABAB . . .) presente una distribucio´n de gaps primarios y secundarios difer-
ente, y por tanto propiedades vibracionales diferentes, a las que ten´ıan sus dos
bloques constituyentes.
5.4.1 Sistemas de Fibonacci con secuencia alternada
En primer lugar se analiza el comportamiento de una estructura compuesta for-
mada por la secuencia de Fibonacci y la misma secuencia alternada:
ABAABABAABAAB . . .−BABBABABBABBA . . .
La estructura Fn − F ∗n para algunos de los casos ma´s sencillos ser´ıa la que
aparece a continuacio´n, y puede comprobarse que difiere de la estructura sime´trica
que se presento´ en el apartado anterior.
F4 − F ∗4 = ABAAB −BABBA
F5 − F ∗5 = ABAABABA−BABBABAB
F6 − F ∗6 = ABAABABAABAAB −BABBABABBABBA
F7−F ∗7 = ABAABABAABAABABAABABA−BABBABABBABBABABBABAB
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En principio, esta nueva estructura presenta, para un orden par de las secuen-
cias, el d´ımero BB en la zona de separacio´n de las dos secuencias que forman la
estructura tal y como ocurr´ıa para sistemas sime´tricos. Sin embargo ahora hay
diferencias, pues aunque el d´ımero BB no esta´ presente en la secuencia de Fi-
bonacci, s´ı lo esta´ en su secuencia alternada, de manera que ahora aparece en la
parte derecha de la estructura y tanto para orden par como para orden impar de
las secuencias.
Esto hace que pierda importancia la bu´squeda de modos aislados asociados
al d´ımero BB. Ahora lo que se tiene es una estructura cuya parte izquierda
(ABAABABA . . .) presenta un espectro regido por un esquema de bloques, y
cuya parte izquierda presenta un espectro diferente, pues depende de un esquema
de bloques diferente, tal y como se expuso en el Cap´ıtulo 3.
Entre las mu´ltiples combinaciones que se pueden estudiar, se presentan en lo
que sigue varios ejemplos: F13−F ∗13 con NA = NB = 1, F12−F ∗12 con NA = NB = 1
y NA = 3, NB = 2 y RS9 − RS∗9 con NA = NB = 1. La secuencia de Thue-Morse
ofrece en este caso pocas posibilidades y se explicara´ porque´ ma´s adelante.
Caso F13 − F ∗13 con NA = NB = 1
En primer lugar se considera un sistema compuesto por una secuencia de Fibonacci
de orden impar, 13, y su secuencia alternada. Se tomara´ un solo a´tomo por capa
de material, de manera que en los ca´lculos se hara´ NA = NB = 1.
El taman˜o total de la estructura y el nu´mero de a´tomos de cada tipo sera´:
A B Total
377 377 754
Siempre que NA = NB en una estructura compuesta alternada, el nu´mero total
de a´tomos de tipo A y de tipo B sera´ el mismo. Esto es fa´cil de ver, pues si la
secuencia normal contiene ma´s a´tomos de tipo A que de tipo B, para su secuencia
alternada se tendra´ justo lo contrario, de manera que al considerar el sistema
compuesto por ambas, el total de a´tomos de cada tipo coincidira´.
En la figura 5.56 aparece el espectro de frecuencias para la estructura de Fi-
bonacci de orden 13, F13, que se corresponde con el caso Al/Ag, y para su secuencia
alternada, F ∗13, que se corresponder´ıa con Ag/Al. Tambie´n se muestra el coeficiente
de Lyapunov, y los modos de vibracio´n asociados a los diferentes esquemas de blo-
ques que daban cuenta del espectro para estos dos casos, y que ya se trataron en
el Cap´ıtulo 3.
El espectro para F13 muestra las cinco bandas caracter´ısticas para un sistema
de Fibonacci de este tipo. La secuencia alternada coincide con el caso Ag/Al,
que tambie´n se estudio´ y para el que se obten´ıa un espectro de vibracio´n asociado
a bloques elementales diferentes. La representacio´n del coeficiente de Lyapunov
coincide con el espectro en ambos casos.
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Figura 5.56. Espectro de frecuencias, coeficiente de Lyapunov y esquema de bloques,
para un sistema de Fibonacci de orden 13, F13 y para su secuencia alternada, F
∗
13.
Se supone en todos los casos NA = 1 y NB = 1
Es de esperar que el espectro de la estructura compuesta F13−F ∗13 difiera del que
presentan ambas secuencias, pero que al mismo tiempo contenga una superposicio´n
de ambos espectros. En la figura 5.57 se presenta dicho espectro. Puede verse
co´mo la distribucio´n de gaps y bandas permitidas no coincide exactamente ni con
la secuencia de Fibonacci ni con su alternada. Sin embargo, pueden asociarse las
diferentes bandas del sistema compuesto con las de cada una de las dos secuencias
que lo componen.
Esto puede explicarse de una forma sencilla mediante el esquema de bloques
propuesto con anterioridad. La estructura compuesta esta´ formada por una parte
por ABAABABA . . ., cuyo espectro se explica mediante los modos normales de
los bloques BAB y BAAB, y por otra parte BABBABAB . . ., cuyo espectro se
explica por los modos normales de los bloques ABA y AABABAA. Puesto que en
el sistema compuesto esta´n presentes, bien en una zona o bien en otra, ambos tipos
de bloques, siguiendo la secuencia de Fibonacci, es de suponer que las frecuencias
asociadas a ellos estara´n presente en su espectro.
En la figura 5.57 se han marcado con tria´ngulos aquellas frecuencias para las
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Figura 5.57. Espectro de frecuencias para un sistema de Fibonacci, F13 − F ∗13 con
NA = 1 y NB = 1
que se van a representar sus desplazamientos ato´micos.
Los desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.1840 × 1014Hz, ω =
0.2000×1014Hz, ω = 0.2080×1014Hz, ω = 0.2411×1014Hz, ω = 0.4696×1014Hz
y ω = 0.4750×1014Hz aparecen representados en la figura 5.58. Puede observarse
co´mo los resultados que se obtienen son similares a los que ya se obtuvieron en
otros tipos de sistemas h´ıbridos.
La frecuencia ω = 0.1840×1014Hz, pertenece al espectro tanto del sistema F13
como del sistema F ∗13, y puede apreciarse co´mo sus desplazamientos se extienden
por toda la estructura con diferentes amplitudes.
La frecuencia ω = 0.2000 × 1014Hz solo pertenece al espectro de F13, y no
al de su sistema alternado F ∗13, de ah´ı que sus desplazamientos ato´micos queden
confinados en la parte ABAABABA . . .. Algo parecido, pero en el lado contrario,
ocurre para la u´ltima frecuencia que se ha considerado, ω = 0.4750× 1014Hz, que
pertenece al espectro de F ∗13, pero no al espectro de F13, y sus desplazamientos
quedan confinados en la parte BABBABAB . . . de la estructura.
Las otras tres frecuencias representan casos similares, y muestran un patro´n de
desplazamientos ato´micos muy parecido, quedando los desplazamientos localizados
en una zona muy concreta del espectro. La frecuencia ω = 0.2080 × 1014Hz no
pertenece ni al espectro de F13 ni al de F
∗
13, pero esta´ muy cerca de un borde de
banda de F13. Para ω = 0.2411× 1014Hz ocurre algo parecido, pues no pertenece
al espectro de F13 y s´ı al de F
∗
13, pero muy cerca del borde de la banda. Por u´ltimo,
ω = 0.4696 × 1014Hz tampoco pertenece al espectro de F13 ni al de F ∗13, aunque
se encuentra cerca de un borde de banda para esta u´ltima.
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Figura 5.58. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.1840× 1014Hz,
ω = 0.2000× 1014Hz, ω = 0.2080× 1014Hz, ω = 0.2411× 1014Hz,
ω = 0.4696× 1014Hz y ω = 0.4750× 1014Hz en un sistema F13 − F ∗13 alternado, con
NA = 1 y NB = 1
Caso F12 − F ∗12 con NA = 1 y NB = 1
Se presentan a continuacio´n los resultados para el caso de un sistema compuesto
por una secuencia de Fibonacci de orden 12, y su secuencia alternada. Se supone
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en este caso, como en el anterior, que NA = 1 y NB = 1.
El taman˜o total de la estructura y el nu´mero de a´tomos de cada tipo sera´n:
A B Total
233 233 466
Figura 5.59. Espectro de frecuencias para un sistema de Fibonacci, F12 − F ∗12 con
NA = 1 y NB = 1
En la figura 5.59 se representa el espectro de vibraciones para este sistema F12−
F ∗12, cuya estructura es similar a la obtenida para F13 − F ∗13. Los desplazamientos
ato´micos en este caso tambie´n presentan los rasgos caracter´ısticos ya comentados,
como puede verse en el figura 5.60.
La frecuencia ω = 0.1890×1014Hz, que pertenece al espectro de ambos bloques,
muestra un comportamiento similar a lo largo de toda la estructura.
Para ω = 0.2000×1014Hz puede apreciase el confinamiento en una de las partes
de la estructura, en concreto en el bloque ABAABABA . . ., algo lo´gico a la luz
de los comentarios anteriores, teniendo en cuenta que dicha frecuencia pertenece
al espectro de F12 pero no al de F
∗
12.
La frecuencia ω = 0.2360 × 1014Hz no pertenece al espectro de F12 ni al de
F ∗12, pero esta´ cerca de un borde de banda de F12. Puede apreciarse aqu´ı, como en
casos anteriores, su cara´cter localizado en una parte concreta de la estructura.
Por u´ltimo, ω = 0.2800 × 1014Hz pertenece al espectro de F ∗12, pero no al
de F12, de ah´ı que sus desplazamientos ato´micos queden confinados en la parte
BABBABAB . . . de la estructura.
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Figura 5.60. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.1890× 1014Hz,
ω = 0.2000× 1014Hz, ω = 0.2360× 1014Hz y ω = 0.2800× 1014Hz en un sistema
F12 − F ∗12 alternado, con NA = 1 y NB = 1
Caso F12 − F ∗12 con NA = 3 y NB = 2
En los dos apartados anteriores se ha estudiado el espectro de frecuencias y los
desplazamientos ato´micos para sistemas alternados de Fibonacci de orden impar
en un caso y de orden par en otro, considerando en ambos NA = 1 y NB = 1.
La pregunta ahora es si los resultados sera´n similares al considerar sistemas
con ma´s de un a´tomo por bloque de material. Para responderla, se estudia ahora
una estructura de Fibonacci de orden 12, alternada, F12 − F ∗12, como la que se ha
analizado en el caso anterior, pero con NA = 3 y NB = 2.
El taman˜o total de la estrutura y el nu´mero de a´tomos de cada tipo sera´n:
A B Total
699 466 1165
Puede verse que como NA = 3 y NB = 2 no coinciden el nu´mero total de
a´tomos de cada tipo es distinto en este caso.
En la figura 5.61 se presenta el espectro de frecuencias para los sistemas F12,
F ∗12 y el sistema compuesto F12 − F ∗12, considerando NA = 3 y NB = 2.
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Figura 5.61. Espectro de frecuencias para un sistema de Fibonacci de orden 12, para su
secuencia alternada y para el sistema compuesto F12 − F ∗12, con NA = 3 y NB = 2
Puede observarse tanto para F12 como para F
∗
12 el espectro fragmentado carac-
ter´ıstico de los sistemas de Fibonacci con ma´s de un a´tomo por bloque de material.
Comparando ambos espectros pueden apreciarse las diferencias en la distribucio´n
de bandas y gaps, ya comentadas anteriormente. El espectro para el sistema com-
puesto F12−F ∗12 muestra claras diferencias al compararlo con el de los dos medios
constituyentes.
Para profundizar en las consecuencias de esas diferencias, se han seleccionado
cuatro frecuencias del espectro del sistema F12 − F ∗12 (aparecen marcadas como
tria´ngulos en la figura 5.61), para representar sus desplazamientos ato´micos.
En la figura 5.62 aparecen los desplazamientos ato´micos para las frecuencias
ω = 0.0718× 1014Hz, ω = 0.0882× 1014Hz, ω = 0.1727× 1014Hz y ω = 0.3239×
1014Hz. En ella se muestran algunos de los rasgos caracter´ısticos de los sistemas
alternados que ya se han puesto de manifiesto anteriormente.
Para frecuencias bajas los a´tomos vibran a lo largo de toda la estructura
(ω = 0.0718 × 1014Hz). Para otras frecuencias los desplazamientos ato´micos
quedan confinados en una de las dos partes de la estructura, dependiendo de si esa
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Figura 5.62. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.0718× 1014Hz,
ω = 0.0882× 1014Hz, ω = 0.1727× 1014Hz y ω = 0.3239× 1014Hz en un sistema
F12 − F ∗12 alternado, con NA = 3 y NB = 2
frecuencia es un autovalor de F12 o de F
∗
12, como ocurre para ω = 0.0882× 1014Hz
y para ω = 0.3239× 1014Hz, respectivamente. Tambie´n en el caso que se analiza
aqu´ı aparecen desplazamientos ato´micos localizados en una zona concreta de la
estructura (ω = 0.1727× 1014Hz).
Se confirma de esta manera que los resultados obtenidos para sistemas alterna-
dos con NA = 1 y NB = 1, pueden extenderse cuando se consideran esas mismas
estructuras pero con ma´s de un a´tomo por bloque de material, sin ma´s que tener
en cuenta la mayor fragmentacio´n del espectro que se obtiene para estos u´ltimos.
Esta es una cuestio´n importante, pues como ya se ha comentado anteriormente,
las heteroestructuras reales suelen presentar ma´s de un a´tomo por bloque de ma-
terial. De esta manera, es necesario comprobar que aquellas propiedades que se
obtienen para cualquier sistema con NA = 1 y NB = 1, pueden extenderse a
sistemas con un mayor nu´mero de a´tomos por bloque de material.
Con objeto de seguir profundizando en las propiedades de estos sistemas, se
estudia el espectro de frecuencias para una estructura alternada con condiciones de
contorno diferentes a las consideradas hasta ahora, para tratar de ver la influencia
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de este efecto en las propiedades del sistema.
Figura 5.63. Espectro de frecuencias para un sistema F12 − F ∗12, con NA = 3 y NB = 2,
y para el mismo sistema con a´tomos libres en sus extremos
En la figura 5.63 se presenta el espectro para el sistema que se considera en este
apartado, y el mismo sistema con la condicio´n de que los a´tomos de los extremos
de la cadena sean libres.
Puede apreciarse co´mo ambos espectros coinciden, con la salvedad de la presen-
cia de algunas frecuencias en los gaps, que se corresponden con modos localizados.
Estos resultados esta´n de acuerdo con los obtenidos para ondas ela´sticas en sis-
temas perio´dicos y cuasiregulares con superficies libres de tensiones [270].
Figura 5.64. Conductividad te´rmica frente a la temperatura para los sistemas F12, F ∗12
y F12 − F ∗12 con NA = 3 y NB = 2
Ser´ıa interesante tambie´n, investigar si las caracter´ısticas obtenidas para estos
sistemas tienen alguna influencia en otras propiedades f´ısicas de los mismos. En
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este sentido se puede estudiar la conductividad te´rmica κ, calculada de acuerdo
con la referencia [224], para los sistemas que se consideran en este apartado.
En la figura 5.64 se representa la conductividad te´rmica κ para los sistemas
F12, F
∗
12 y F12 − F ∗12 con NA = 3 y NB = 2.
Puede apreciarse co´mo las diferencias son muy pequen˜as y co´mo el sistema
compuesto F12 − F ∗12 presenta una conductividad te´rmica intermedia entre la de
las dos estructuras que forman el sistema F12 y F
∗
12.
De esta forma se concluye el estudio de los sistemas alternados para una se-
cuencia de Fibonacci. A continuacio´n se extendera´ este estudio a otras secuencias
con la intencio´n de comprobar si se obtienen las mismas propiedades.
5.4.2 Sistemas de Thue-Morse con secuencia alternada
La secuencia de Thue-Morse no ofrece muchas posibilidades en el caso de los sis-
temas alternados. Esto es fa´cil de ver teniendo en cuenta co´mo se obtiene la
estructura de esta secuencia, segu´n se muestra a continuacio´n:
TM1 − TM∗1 = AB −BA = TM2
TM2 − TM∗2 = ABBA−BAAB = TM3
TM3 − TM∗3 = ABBABAAB −BAABABBA = TM4
TM4 − TM∗4 = ABBABAABBAABABBA−BAABABBAABBABAAB = TM5
Cuando se construye un sistema compuesto a partir de una secuencia TMn y
de su secuencia alternada TM ∗n, lo que se obtiene, TMn − TM∗n, no es ni ma´s ni
menos que la secuencia de Thue-Morse de orden siguiente TMn+1. Esto ocurre
tanto si la secuencia es de orden par como si es de orden impar.
Queda claro entonces, que la secuencia de Thue-Morse no va a producir ninguna
estructura nueva por este procedimiento.
5.4.3 Sistemas de Rudin-Shapiro con secuencia alternada
Como u´ltimo caso de sistema cuasiregular con secuencia alternada se va a consid-
erar una cadena de Rudin-Shapiro. Esta secuencia ya ha sido presentada anteri-
ormente para otros sistemas compuestos. Se trabajara´, como en aquellos casos,
con la secuencia de Rudin-Shapiro en la que C = A y D = B, de manera que
intervienen solo dos letras, en lugar de las cuatro que posee dicha secuencia.
La secuencia de Rudin-Shapiro, con C = A y D = B, presenta el siguiente
aspecto:
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Esta es una secuencia cuasiregular, que a diferencia de la de Thue-Morse, s´ı
parece interesante para el estudio de los sistemas alternados. El sistema que se
obtiene al componer esta secuencia con su secuencia alternada, sera´:
RS2 −RS∗2 = AAAB −BBBA
RS3 −RS∗3 = AAABAABA−BBBABBAB
RS4 −RS∗4 = AAABAABAAAABBBAB −BBBABBABBBBAAABA
A continuacio´n se estudia para una secuencia de Rudin-Shapiro de orden 9,
RS9, el espectro de frecuencias que presenta, as´ı como el espectro de su secuencia
alternada RS∗9 , y el del sistema compuesto que se obtiene con ambas, RS9 −RS∗9 .
Como en anteriores ejemplos, se analizara´n los desplazamientos ato´micos para
algunas frecuencias caracter´ısticas del sistema compuesto. Se considera en todos
los casos NA = 1 y NB = 1, de manera que el taman˜o total de la estructura y el
nu´mero de a´tomos de cada tipo sera´:
A B Total
512 512 1024
En la figura 5.65 se presenta el espectro de frecuencias para los tres casos
indicados RS9, RS
∗
9 y RS9−RS∗9 . En primer lugar cabe destacar la fragmentacio´n
del espectro para la secuencia de Rudin-Shapiro, mucho ma´s irregular que la que
presentaba la secuencia de Fibonacci. Este patro´n fragmentado irregular se da
para las tres estructuras consideradas y marca las propiedades de las vibraciones
en este tipo de sistemas.
A pesar del cara´cter altamente fragmentado, puede apreciarse que los espectros
de RS9 y de RS
∗
9 no son iguales, de manera ana´loga al caso de Fibonacci. Tambie´n
como en aquel caso, el espectro del sistema compuesto se asemeja a ambos consti-
tuyentes pero sin identificarse con ninguno. De esta manera, la nueva estructura
posee un espectro, y por tanto unas propiedades, diferentes a las de las estructuras
que lo constituyen.
En la figura 5.66 se presentan los desplazamientos ato´micos para las frecuencias
ω = 0.1222× 1014Hz, ω = 0.1414× 1014Hz, ω = 0.3113× 1014Hz y ω = 0.4631×
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Figura 5.65. Espectro de frecuencias para un sistema de Rudin-Shapiro de orden 9,
para su secuencia alternada y para el sistema compuesto RS9 −RS∗9 , con NA = 1 y
NB = 1
1014Hz, y en ella se aprecian comportamientos ana´logos a los que aparec´ıan para
la secuencia de Fibonacci.
Para ω = 0.1222 × 1014Hz los desplazamientos ato´micos son significativos en
toda la estructura. La frecuencia ω = 0.1414 × 1014Hz pertenece al espectro de
RS9 y no al de RS
∗
9 , y de ah´ı que sus desplazamientos ato´micos queden confinados
en la parte izquierda de la estructura.
Un caso diferente se presenta para ω = 0.3113 × 1014Hz, que pertenece al
espectro de RS∗9 y esta´ cerca de un borde de banda para RS9. De ah´ı que sus
desplazamientos aparezcan en la parte derecha de la estructura, pero con una
cierta penetracio´n en la parte izquierda.
La frecuencia ω = 0.4631×1014Hz presenta unos resultados peculiares, aunque
sus desplazamientos recuerden a otros casos ya analizados para Fibonacci. En este
caso, la frecuencia considerada pertenece tanto al espectro de RS9 como al de RS
∗
9 ,
y sin embargo sus desplazamientos ato´micos esta´n muy localizados en una regio´n
muy estrecha de la estructura.
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Figura 5.66. Desplazamientos ato´micos para las frecuencias ω = 0.1222× 1014Hz,
ω = 0.1414× 1014Hz, ω = 0.3113× 1014Hz y ω = 0.4631× 1014Hz en un sistema
RS9 −RS∗9 alternado, para NA = 1 y NB = 1
Esta es una de las principales diferencias que se observa con el caso de Fibonac-
ci, donde este comportamiento se daba en aquellas frecuencias que pertenec´ıan al
espectro del sistema compuesto, pero no pertenec´ıan al espectro de ninguno de los
dos sistemas que lo constitu´ıan. La explicacio´n bien se debe a que algunas frecuen-
cias como ω = 0.4631× 1014Hz, ya presentan en la secuencia de Rudin-Shapiro y
en su secuencia alternada un comportamiento similar. Esta es una consecuencia
del cara´cter altamente fragmentado e irregular del espectro para Rudin-Shapiro.
De ah´ı que sea lo´gico pensar que este comportamiento se de´ tambie´n en el sistema
compuesto.
5.4.4 Resumen de resultados para sistemas alternados
Se presenta a continuacio´n, y a modo de resumen, una tabla con los principales
sistemas estudiados en esta seccio´n (tabla 5.21).
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TABLA 5.21: Sistemas alternados analizados
Estructura Para´metros Nu´mero de a´tomos
F13 − F ∗13 Al/Ag NA = 1, NB = 1
F12 − F ∗12 Al/Ag NA = 1, NB = 1
F12 − F ∗12 Al/Ag NA = 3, NB = 2
RS9 −RS∗9 Al/Ag NA = 1, NB = 1
A ra´ız de los diversos ejemplos analizados se pueden extraer las siguientes
conclusiones:
• El espectro de los sistemas alternados viene a ser una mezcla de los espectros
de los dos bloques que los constituyen. De manera que se observa la reduccio´n
o desaparicio´n de ciertos gaps primarios y secundarios.
• En cuanto a los desplazamientos ato´micos se observa fundamentalmente, y
como ya se obtuvo para otros tipos de sistemas compuestos, el confinamiento
de ciertos modos en diferentes partes de la estructura. Esto se tiene para
varios rangos de frecuencias.
• Se observa la localizacio´n de ciertos modos de vibracio´n en partes muy conc-
retas de la estructura, un efecto que tambie´n ha aparecido con anterioridad
en sistemas h´ıbridos y sime´tricos.
• Las propiedades comentadas hacen que estos sistemas tambie´n puedan ser
utilizados, al menos en principio, como estructuras para el filtrado y guiado
de ondas.
Nuevamente hay que hacer distinciones para los diferentes tipos de secuencias
pues no todas ofrecen los mismos resultados:
• Para empezar, la secuencia de Thue-Morse no ofrece intere´s para sistemas
alternados, pues ella misma, por su propia estructura ya presenta una com-
binacio´n de este tipo. Una secuencia de Thue-Morse se construye, precisa-
mente, a partir de la de orden anterior junto con su alternada.
• Las secuencias de Fibonacci y Rudin-Shapiro s´ı son buenas candidatas para
construir sistemas alternados, al menos en principio, y tambie´n lo sera´ poten-
cialmente, aunque no se haya estudiado aqu´ı la secuencia period-doubling.
• Dada la mayor fragmentacio´n del espectro y su mayor irregularidad, la se-
cuencia de Rudin-Shapiro puede ser menos u´til que la de Fibonacci, a la hora
de considerar posibles aplicaciones de los sistemas alternados.
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5.5 Conclusiones
Si los sistemas cuasiregulares han llamado la atencio´n desde sus or´ıgenes, ha sido
precisamente por las caracter´ısticas especiales de su espectro y las propiedades
asociadas. El poder modificar el espectro y obtener nuevas propiedades mediante
la combinacio´n de sistemas cuasiregulares con perio´dicos, o cuasiregulares entre s´ı,
ha sido la base del trabajo expuesto en el presente cap´ıtulo.
Se han presentado, para ello, tres tipos de estructuras h´ıbridas y compuestas
diferentes: sistemas h´ıbridos (cuasiregular-perio´dico), sistemas con simetr´ıa espec-
ular y sistemas alternados.
Aunque cada uno de estos sistemas presenta caracter´ısticas propias, que ya
han sido comentadas en las conclusiones de cada apartado, en general muestran
propiedades comunes como puedan ser el confinamiento y localizacion de ciertos
modos de vibracio´n en determinados bloques de la estructura, o en partes muy
concretas de ella.
Estas propiedades hacen que estos sistemas puedan ser utilizados en deter-
minadas aplicaciones, algunas de las cuales ya se han nombrado, por ejemplo el
guiado y el filtrado de sen˜ales. Desgraciadamente, el desarrollo experimental de
los sistemas cuasiregulares no ha ido a la par del desarrollo teo´rico, de ah´ı que la
brecha entre las propiedades que presentan estos sistemas y sus posibles aplica-
ciones, sea muy grande. En el campo de la foto´nica las estructuras cuasiregulares
ya han mostrado sus capacidades, y es de esperar que pueda ocurrir algo parecido
en el campo de la fono´nica. Si es as´ı, las estructuras que aqu´ı se han estudiado
pueden jugar un papel destacado.
Se ha intentado tambie´n aclarar, la importancia que cada secuencia cuasiregular
puede tener en las diferentes estructuras estudiadas. No todas ofrecen los mismos
resultados ni son igualmente interesantes de cara a posibles aplicaciones. Aqu´ı
se han estudiado principalmente Fibonacci, Thue-Morse y Rudin-Shapiro, pero
hay otras, cuyas caracter´ısticas y propiedades quedan abiertas a futuros estudios,
aunque parte de ellas pueden intuirse gracias a lo que aqu´ı se ha expuesto.
Tambie´n queda abierta de cara a futuros trabajos, la posibilidad de consid-
erar otras estructuras, como puedan ser los sistemas h´ıbridos que combinan dos
tipos diferentes de secuencias cuasiregulares. Ah´ı las posibilidades son much´ısimas.
Otro ejemplo ser´ıa la realizacio´n de sistemas con simetr´ıa especular como los aqu´ı







En el Cap´ıtulo 3 se ha hecho un estudio detallado del comportamiento de las
vibraciones en diferentes tipos de cadenas unidimensionales cuasiregulares. All´ı se
intento´ aproximar, en lo posible, el modelo utilizado a una heteroestructura real,
considerando una cadena formada por Al y Ag, e introduciendo ma´s de un a´tomo
por capa de material, tal y como ocurre en los sistemas reales.
Se pretende ahora avanzar en esta direccio´n pasando de un modelo de so´lido
unidimensional a uno tridimensional (figura 6.1), en el que la aperiodicidad esta´
presente en una de las direcciones, mientras se mantiene el cara´cter perio´dico en
las otras dos, tal y como ocurre en las heteroestructuras reales crecidas en el
laboratorio [38,257,258,260].
Figura 6.1. Ejemplo representativo de una multicapa que sigue la ordenacio´n de una
secuencia de Fibonacci
El paso de sistemas 1D a 3D no es una cuestio´n menor, pues no en vano,
se ha observado que las propiedades electro´nicas de las estructuras multicapas
de semiconductores, cuando se describen con modelos realistas [86, 202, 207] no
coinciden con las que muestran los modelos unidimensionales simples. El estudio
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de ondas cla´sicas propaga´ndose a trave´s de estructuras cuasiregulares tiene algunas
ventajas sobre el estudio de propiedades electro´nicas, que ponen en evidencia las
caracter´ısticas de los sistemas cuasiperio´dicos.
Los modelos para vibraciones en una cadena 1D describen razonablemente
bien los modos longitudinales. Sin embargo, en sistemas 3D, adema´s del modo
longitudinal existen dos modos transversales, y para una direccio´n de propagacio´n
arbitraria, existe un mezcla de todas las posibles polarizaciones. Es razonable,
entonces, preguntarse si las caracter´ısticas que presentan las vibraciones en cadenas
unidimensionales, sobreviven en heteroestructuras 3D.
Debido a esto, se va a estudiar el espectro de fonones en diferentes sistemas
multicapas cuasiregulares, que siguen alguna de las secuencias ya estudiadas an-
teriormente y que se presentan en el Ape´ndice A: Fibonacci, Thue-Morse, period-
doubling y Rudin-Shapiro.
Por otra parte, en el Cap´ıtulo 5 se ha estudiado el comportamiento de vi-
braciones en cadenas h´ıbridas y compuestas, obtenie´ndose algunas propiedades
interesantes, como puede ser el confinamiento selectivo de vibraciones en ciertas
partes de la estructura. Ser´ıa interesante comprobar tambie´n si estas propiedades
se mantienen al considerar heteroestructuras h´ıbridas 3D.
Con la intencio´n de poder comparar los resultados en sistemas tridimensionales
con los obtenidos para el caso unidimensional, se utilizara´ un modelo simple pero
que contiene todas las caracter´ısticas f´ısicas del sistema y que puede considerarse
una generalizacio´n del empleado en las cadenas 1D.
En realidad se supone una multicapa tridimensional, crecida a lo largo del
eje z, con una estructura FCC. Es decir, se tiene un bloque de material A con
estructura FCC, cuyo espesor en la direccio´n z dependera´ del nu´mero de capas
ato´micas en esa direccio´n NA, y sera´ ilimitado en las direcciones x e y. Sobre este
bloque se crece otro de un material B y espesor NB en la direccio´n de crecimiento.
Se continua as´ı siguiendo alguna secuencia cuasiregular a la hora de ordenar los
bloques de materiales distintos.
Se supondra´ en este caso, como ya se hizo anteriormente, que los materiales
constituyentes son Al y Ag. Sen˜alar tambie´n, que las frecuencias ma´ximas permi-
tidas para estos dos materiales sera´n ωmax(Al) = 0.606 × 1014Hz y ωmax(Ag) =
0.335× 1014Hz, con arreglo a los para´metros del modelo descrito en la seccio´n 2.2
y las constantes de fuerza y masas ato´micas empleadas a lo largo de esta memoria.
Tanto el modelo f´ısico como el tratamiento matema´tico, basado en el me´todo
de empalme de funciones de Green de superficie (SGFM), ya fueron presentados
en el Cap´ıtulo 2. A partir de este me´todo se obtiene, por una parte, el espectro





(1, 0)) y M¯(κ = 2pi
a
(0.5, 0.5)). Por otra parte, tambie´n permite calcular
la LDOS a lo largo de la estructura y para el punto considerado. Esta magnitud
esta´ relacionada con el mo´dulo al cuadrado de los desplazamientos, y resulta de
gran utilidad en el ana´lisis de propiedades espectrosco´picas.
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6.2 Fonones en una multicapa de Fibonacci
En este apartado se va a considerar una multicapa cuyos bloques se crecen en
la direccio´n z siguiendo una secuencia de Fibonacci de orden 10. La estructura
tendra´ en total 89 bloques, y cada bloque tendra´ un nu´mero de capas ato´micas
dado por NA o NB, segu´n el tipo de material del que se trate.
El sistema tendra´ en total 55 bloques de tipo A y 34 de tipo B. Esta estructura
estara´ situada entre dos bloques semiinfinitos de tipo B.
En este cap´ıtulo se consideran como materiales A y B los mismos que en
cap´ıtulos anteriores, es decir Al y Ag, respectivamente. Los valores para los
para´metros de estos materiales se encuentran en la tabla 3.1. En lo que suce-
sivo, y salvo mencio´n en contrario, cada bloque de material esta´ constituido por 3
capas ato´micas, es decir, NA = NB = 3. De esta manera, la multicapa de Fibonac-
ci que se estudiara´ aqu´ı tendra´ un total de 267 capas ato´micas en la direccio´n de
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Figura 6.2. Representacio´n de la multicapa de Fibonacci en la direccio´n de crecimiento
(z) de la estructura. El nu´mero de capas ato´micas en esa direccio´n es NA = NB = 3,
y en las otras dos direcciones se considera la estructura infinita. El sistema se
encuentra entre dos bloques de tipo B semiinfinitos
En la figura 6.3 se representa el espectro de frecuencias en los puntos de
simetr´ıa: Γ¯, X¯ y M¯ . La intencio´n es doble. Por una parte analizar y comparar el
espectro en cada uno de estos puntos, y por otra parte estudiar si el comportamien-
to del espectro es ana´logo al que se obtiene utilizando modelos unidimensionales.
Pueden observarse varios gaps en los tres puntos de simetr´ıa. Sin embargo, no
es tan fa´cil apreciar algunos de los rasgos que distingu´ıan el espectro de los sistemas
unidimensionales, como su alta fragmentacio´n, la distincio´n entre gaps primarios y
secundarios, y la presencia de autosimilitud. En el punto Γ¯, a frecuencias medias
y altas, parece mostrarse un patro´n que recuerda el caso unidimensional. Esto es
ma´s dif´ıcil de observar en el punto M¯ en ese rango de frecuencias, y es totalmente
imperceptible para el punto X¯.
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Figura 6.3. Espectro de frecuencias para una multicapa de Fibonacci de orden 10, en
los puntos de simetr´ıa: Γ¯, X¯ y M¯
A continuacio´n se compara el espectro de vibraciones que se ha obtenido para
una multicapa tridimensional, con el de una cadena unidimensional ana´loga. Para
ello, se representa el espectro que se ha obtenido para la multicapa 3D de Fibonacci
en el punto Γ¯, junto con el coeficiente de Lyapunov para una cadena unidimensional
con las mismas caracter´ısticas (masas, constantes de fuerza, nu´mero de a´tomos por
bloque . . . ).
Figura 6.4. Espectro de frecuencias para una multicapa de Fibonacci de orden 10, en el
punto Γ¯, y coeficiente de Lyapunov para una cadena unidimensional con las mismas
caracter´ısticas
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En la figura 6.4 se muestran los resultados obtenidos en ambos casos. Pueden
apreciarse algunas caracter´ısticas interesantes al comparar los resultados para los
casos 1D y 3D. En primer lugar hay que sen˜alar que, mientras el sistema uni-
dimensional presenta a bajas frecuencias un espectro fragmentado, incluso con
ciertos rasgos autosimilares, la estructura tridimensional muestra una sola banda
sin fragmentacio´n ni autosimilitud. Para este rango de frecuencias ambos sistemas
muestran caracter´ısticas diferentes. Estas diferencias se hacen menores para fre-
cuencias medias y sobre todo para frecuencias altas. Ah´ı s´ı podr´ıa establecerse
una similitud entre las bandas permitidas para ambos casos.
En el Cap´ıtulo 3 se establec´ıa, para el caso 1D, una relacio´n entre las bandas
permitidas y los modos normales de vibracio´n de ciertos bloques elementales, BAB
yBAAB. Surge ahora la pregunta de si estos bloques elementales, que eran capaces
de dar cuenta del espectro en el caso unidimensional, siguen jugando algu´n papel
en el caso de una multicapa 3D. Puesto que ahora se tienen 3 a´tomos por cada
material, los bloques elementales son BBBAAABBB y BBBAAAAAABBB.
Dada la similitud entre ambos espectros a frecuencias altas, es de suponer que
tambie´n en el caso 3D puedan asociarse bandas permitidas con modos normales
de vibracio´n de los bloques elementales. Sin embargo, habra´ que profundizar algo
ma´s en este aspecto.
Si se calculan los modos normales de vibracio´n para los bloquesBBBAAABBB
y BBBAAAAAABBB, utilizando para ello los valores de los para´metros que
se esta´n considerando aqu´ı, y un sencillo ca´lculo nume´rico de autovalores con
MATLAB, se obtiene (en unidades de 1014 Hz):
• BBBAAABBB
ω1 = 0.0000, ω2 = 0.0566, ω3 = 0.1493, ω4 = 0.1822, ω5 = 0.2629,
ω6 = 0.2902, ω7 = 0.3195, ω8 = 0.4686, ω9 = 0.5852
• BBBAAAAAABBB
ω1 = 0.0000, ω2 = 0.0444, ω3 = 0.1244, ω4 = 0.1661,
ω5 = 0.2019, ω6 = 0.2723, ω7 = 0.2910, ω8 = 0.3179,
ω9 = 0.4109, ω10 = 0.5009, ω11 = 0.5692, ω12 = 0.6114
Si se representan estos modos sobre la figura anterior, puede verse por un lado,
la coincidencia de los modos con las diferentes bandas que se obtienen en el caso
1D, y por otro, la coincidencia tambie´n con el caso 3D para altas frecuencias
(figura 6.5).
La coincidencia de los resultados a altas frecuencias para los casos 1D y 3D
tiene cierta lo´gica. En el caso unidimensional so´lo se tienen modos longitudinales,
mientras que en el caso tridimensional se tienen tanto modos longitudinales como
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Figura 6.5. Espectro de frecuencias para una multicapa de Fibonacci de orden 10, en el
punto Γ¯, y coeficiente de Lyapunov para una cadena unidimensional con las mismas
caracter´ısticas. Aparecen tambie´n los valores para los modos normales de vibracio´n
de los bloques BBBAAABBB y BBBAAAAAABBB
transversales, aunque estos u´ltimos tienen frecuencias ma´s bajas. De ah´ı que a
frecuencias altas, en el caso tridimensional so´lo se tienen modos longitudinales, de
manera que los resultados coinciden esencialmente en los dos casos.
A bajas frecuencias, en el caso tridimensional, s´ı esta´n presentes los modos lon-
gitudinales y transversales, de manera que se mezclan y cierran los gaps pequen˜os.
LDOS para Γ¯
A partir del estudio de la LDOS se puede completar la informacio´n que ofrece
el espectro de vibraciones. Se considera a continuacio´n la LDOS para diferentes
frecuencias del sistema estudiado, en los tres puntos de simetr´ıa dados, empezando
por Γ¯.
En la figura 6.6 se representa la LDOS para las frecuencias ω = 0.1500×1014Hz
y ω = 0.2540 × 1014Hz, de la parte baja del espectro. Se aprecia en estos dos
ejemplos un patro´n irregular similar al que aparec´ıa en el caso unidimensional al
estudiar los desplazamientos ato´micos.
Para frecuencias mayores el comportamiento es bastante diferente. En la figura
6.7 se representa la LDOS para las frecuencias ω = 0.3120×1014Hz y ω = 0.4110×
1014Hz de la parte media del espectro. En este caso se observa un patro´n mucho
ma´s regular, en especial para ω = 0.4110×1014Hz. Para esta frecuencia se pueden
observar 21 picos dobles de gran taman˜o y 13 picos mucho ma´s pequen˜os. Tanto
unos como otros se asocian con diferentes partes de la estructura de Fibonacci.
Para un sistema F10 con 89 bloques, existen 21 bloques AA y 13 bloques A. Se
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Figura 6.6. LDOS para las frecuencias ω = 0.1500× 1014Hz y ω = 0.2540× 1014Hz en
el punto Γ¯ del sistema F10
Figura 6.7. LDOS para las frecuencias ω = 0.3120× 1014Hz y ω = 0.4110× 1014Hz en
el punto Γ¯ del sistema F10
representa a continuacio´n una parte de la secuencia de Fibonacci y se marcan en
negrita los bloques A y los bloques AA:
ABAABABAABAABABAABABAABAABABAABAAB . . .
ABAABABAABAABABAABABAABAABABAABAAB . . .
Los picos que aparecen en la LDOS se asocian precisamente con dichos bloques.
En el caso de ω = 0.4110×1014Hz la LDOS muestra los ma´ximos para los bloques
AA. La otra frecuencia ω = 0.3120 × 1014Hz presenta ma´ximos de un mismo
taman˜o tanto para AA como para A.
En el ana´lisis anterior para el caso unidimensional se calcularon los modos
normales de vibracio´n para los bloques BAB y BAAB. Uno de los autovalores
para BAAB era ω = 0.4109× 1014Hz, que coincide con la segunda frecuencia que
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se representa en la figura 6.7, de ah´ı que parezca lo´gico que dicha frecuencia quede
localizada en esos bloques en concreto. Por otra parte esto liga, como se comento´
anteriormente, los resultados para los casos unidimensional y tridimensional en el
rango de frecuencias ma´s elevado.
El ana´lisis de las frecuencias de la parte alta del espectro incide en esta direc-
cio´n.
Figura 6.8. LDOS para las frecuencias ω = 0.5850× 1014Hz y ω = 0.6110× 1014Hz en
el punto Γ¯ del sistema F10
En la figura 6.8 se muestra la LDOS para las frecuencias ω = 0.5850× 1014Hz
y ω = 0.6110 × 1014Hz. La regularidad del patro´n de vibraciones es todav´ıa ma´s
patente en estos dos casos.
Figura 6.9. Ampliacio´n de los picos en la LDOS para las frecuencias consideradas
Para ω = 0.5850× 1014Hz, que coincide con uno de los autovalores del bloque
BAB, se aprecian 13 picos asociados a los 13 bloques A presentes en la estructura.
Para ω = 0.6110× 1014Hz, que coincide con uno de los autovalores del bloque
BAAB, la LDOS queda claramente localizada en los 21 bloques AA.
En la figura 6.9 se ampl´ıan los picos en la LDOS para las dos frecuencias
anteriores. En ellas se aprecia co´mo los ma´ximos en la LDOS aparecen o bien en
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los bloques A o bien en los bloques AA, dependiendo de si la frecuencia considerada
es un modo normal de un tipo de bloque o de otro.
Se tiene as´ı una forma sencilla de predecir en que´ bloques quedara´n confinadas
las frecuencias ma´s altas del espectro, pues bastara´ calcular los modos normales
para los bloques caracter´ısticos de la secuencia dada.
Pueden tambie´n relacionarse las diferentes bandas del espectro con los bloques
elementales correspondientes para los que la LDOS presenta picos destacados,
haciendo un estudio del valor de la LDOS en los bloques A y AA, en funcio´n de
la frecuencia de vibracio´n.
Figura 6.10. Valor de la LDOS en los bloques A y AA en funcio´n de la frecuencia, para
la parte alta del espectro, en el punto Γ¯ de una multicapa de Fibonacci de orden 10.
Aparece tambie´n con puntos horizontales el espectro del sistema en el rango de
frecuencias considerado
Esto es lo que se hace en la figura 6.10. La l´ınea de puntos horizontal representa
el espectro del sistema en el rango de frecuencias considerado. En este caso, aparece
limitado a la parte media-alta del espectro, que es la que presenta las caracter´ısticas
ma´s interesantes. Luego aparecen dos l´ıneas que representan el valor de la LDOS
en los bloques A y AA para cada una de las frecuencias. All´ı donde alguna de estas
l´ıneas adquiere un valor significativo se tiene una banda permitida, y all´ı donde su
valor es despreciable se tiene una banda prohibida.
A partir de la figura puede afirmarse que cada banda esta´ asociada con valores
de la LDOS localizados en un tipo de bloque u otro. De esta manera, se relaciona
cada una de las bandas del espectro con un patro´n caracter´ıstico de la LDOS.
Para frecuencias del orden de ω ∼ 0.4 × 1014Hz y algo mayores, puede ob-
servarse co´mo lo que el espectro muestra como una sola banda, en realidad es la
superposicio´n de tres, dos de ellas asociadas a bloques AA y la otra a bloques A.
Esta gra´fica tambie´n nos informa sobre el valor ma´ximo de la LDOS en cada
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banda. En esto puede recordar a los diagramas que muestran el coeficiente de
transmisio´n, aunque habra´ que tener en cuenta que no se puede establecer una
asociacio´n directa entre LDOS y coeficiente de transmisio´n.
Aun as´ı, la presencia de picos altos y estrechos en la figura anterior, puede
dar cierta informacio´n sobre las posibilidades de estos sistemas a la hora de filtrar
determinados rangos de vibraciones. De esta manera puede resultar de ayuda a la
hora de disen˜ar estos sistemas como dispositivos reales para el filtrado y guiado de
vibraciones.
LDOS para X¯
Figura 6.11. LDOS para las frecuencias ω = 0.1590× 1014Hz, ω = 0.3090× 1014Hz,
ω = 0.4110× 1014Hz y ω = 0.5480× 1014Hz en el punto X¯
Se estudia a continuacio´n la LDOS para varias frecuencias, en el punto X¯. Se
han elegido cuatro ejemplos de manera que queden representados todos los rangos
del espectro.
En la figura 6.11 se representa la LDOS para las frecuencias ω = 0.1590 ×
1014Hz, ω = 0.3090 × 1014Hz, ω = 0.4110 × 1014Hz y ω = 0.5480 × 1014Hz. La
primera diferencia que surge con el punto Γ¯ es que, incluso a frecuencias bajas,
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el patro´n que se obtiene es bastante regular. Puede observarse co´mo para ω =
0.1590× 1014Hz aparecen una serie de 34 picos, asociados con los bloques B de la
estructura. Este patro´n regular es muy diferente de lo que ocurr´ıa, por ejemplo,
para las frecuencias ω = 0.1500× 1014Hz o ω = 0.2540× 1014Hz en el punto Γ¯.
Para frecuencias medias y altas s´ı se obtiene en el punto X¯ un comportamiento
similar al obtenido en el punto Γ¯, apareciendo patrones asociados a los bloques A
y AA.
En el punto X¯ de la zona de Brillouin 3D, los modos que esta´n ma´s bajos son los
que possen las frecuencias ma´ximas de los modos transversales. Al proyectar sobre
la zona de Brillouin bidimensional se pueden mezclar frecuencias, que proceden de
diversos puntos de la zona de Brillouin 3D y que poseen polarizaciones diferentes.
LDOS para M¯
Figura 6.12. LDOS para las frecuencias ω = 0.1440× 1014Hz, ω = 0.3120× 1014Hz,
ω = 0.4150× 1014Hz y ω = 0.5840× 1014Hz en el punto M¯
Por u´ltimo, se estudia la LDOS en el punto M¯ , para la estructura considerada.
Tambie´n en este caso se eligen cuatro frecuencias representativas de diferentes
partes del espectro.
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En la figura 6.12 se consideran las frecuencias ω = 0.1440 × 1014Hz, ω =
0.3120× 1014Hz, ω = 0.4150× 1014Hz y ω = 0.5840× 1014Hz. Puede observarse
co´mo para frecuencias bajas el comportamiento de la LDOS es similar al observado
en el punto X¯, es decir, la LDOS muestra un patro´n bastante regular, y se aleja
del comportamiento no regular que aparece en ese rango de frecuencias en el punto
Γ¯.
Para frecuencias medias y altas los resultados son similares a los obtenidos en
los puntos Γ¯ y X¯, mostrando un comportamiento regular asociado a bloques A y
AA. Destacan los 13 picos en la LDOS que se obtienen para ω = 0.3120× 1014Hz
y que se localizan en los bloques A, y los 21 picos para ω = 0.4150 × 1014Hz y
ω = 0.5840× 1014Hz, localizados en los bloques AA.
6.3 Fonones en una multicapa de Thue-Morse
Se considera ahora una multicapa similar a la del apartado anterior, en la cual las
capas se hacen crecer siguiendo una secuencia de Thue-Morse de orden 7, formada
por un total de 128 bloques. Habra´ 64 bloques de tipo A y otros 64 de tipo B, y el
nu´mero de capas ato´micas dentro de cada bloque sera´ el mismo que se considero´
anteriormente: NA = NB = 3. La estructura tendra´ en total 384 capas ato´micas
en la direccio´n z de crecimiento de la estructura, de las cuales la mitad sera´n de
tipo A y la mitad de tipo B.
En la figura 6.13 se representa el espectro de frecuencias en los puntos de
simetr´ıa sen˜alados.
Al igual que ocurr´ıa para el caso de Fibonacci, el espectro muestra varios gaps
en los tres puntos de simetr´ıa, principalmente a frecuencias medias y altas.
La fragmentacio´n puede apreciarse en el punto Γ¯, en menor medida en M¯ , y
apenas en X¯. Se hace dif´ıcil aqu´ı, distinguir entre gaps primarios y secundarios y
la presencia de autosimilitud es inapreciable.
Al igual que ocurr´ıa para Fibonacci, a frecuencias bajas, la superposicio´n de
modos longitudinales y transversales provoca que se cierren los gaps y se tenga
una sola banda, mientras que a frecuencias medias y altas, donde so´lo quedan los
modos longitudinales, s´ı se aprecia un esquema fragmentado similar al que aparec´ıa
en una dimensio´n.
Llama tambie´n la atencio´n, al comparar estos resultados con los obtenidos para
Fibonacci, que las bandas superiores en los tres puntos de simetr´ıa llegan a valores
considerablemente mayores en el caso de Thue-Morse, sobrepasando de largo la
ωmax(Al) = 0.606× 1014Hz.
Para resaltar las similitudes y diferencias con el caso unidimensional, se repre-
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Figura 6.13. Espectro de frecuencias para una multicapa de Thue-Morse de orden 7, en
los puntos de simetr´ıa: Γ¯, X¯ y M¯
Figura 6.14. Espectro de frecuencias para una multicapa de Thue-Morse de orden 7, en
el punto Γ¯, y coeficiente de Lyapunov para una cadena unidimensional con las
mismas caracter´ısticas. Aparecen tambie´n los valores para los modos normales de
los bloques BBBAAABBB, BBBAAAAAABBB, y AAABBBBBBAAA
senta a continuacio´n el espectro en el punto Γ¯ junto con el coeficiente de Lyapunov
para una cadena unidimensional con las mismas caracter´ısticas (figura 6.14).
Al igual que ocurr´ıa para Fibonacci, la comparacio´n de ambas gra´ficas mues-
tra co´mo para frecuencias bajas, el sistema 3D no muestra toda la riqueza del
espectro unidimensional, mientras que a frecuencias mayores s´ı parece haber una
coincidencia entre los dos casos. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurr´ıa para
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Fibonacci, la coincidencia del espectro tridimensional en el punto Γ¯, con el espec-
tro unidimensional y con los modos no es tan exacta como lo era en aquel caso.
Aqu´ı hay bandas que esta´n presentes en una dimensio´n que no tienen una banda
equivalente en tres dimensiones, y viceversa.
LDOS en Γ¯
Se estudia a continuacio´n la LDOS en el punto Γ¯ para varias frecuencias represen-
tativas del espectro. En primer lugar, se muestra en la figura 6.15 el resultado que
se obtiene para las frecuencias ω = 0.1880× 1014Hz y ω = 0.2720× 1014Hz.
Figura 6.15. LDOS para las frecuencias ω = 0.1880× 1014Hz y ω = 0.2720× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema TM7
Aparece en estos dos ejemplos un patro´n bastante irregular, similar al que se
obten´ıa al estudiar las cadenas unidimensionales, y de acuerdo tambie´n, con los
resultados para la multicapa de Fibonacci en el punto Γ¯, a frecuencias bajas.
Figura 6.16. LDOS para las frecuencias ω = 0.3180× 1014Hz y ω = 0.3870× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema TM7
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Confome aumenta la frecuencia cambia el patro´n de la LDOS. En la figura
6.16 aparecen los resultados para las frecuencias ω = 0.3180 × 1014Hz y ω =
0.3870× 1014Hz, pertenecientes a la zona media del espectro.
En el primer caso todav´ıa sigue aprecia´ndose cierto comportamiento irregular,
aunque ya aparecen ciertos ma´ximos en zonas concretas del material.
Para la segunda de las frecuencias, se muestran una serie de picos bien definidos
que se pueden asociar con ciertos bloques de la estructura, tal y como ocurr´ıa para
el caso de Fibonacci. Aparecen 22 picos de mayor taman˜o asociados con los 22
bloques A que existen en el material, y 21 picos algo ma´s pequen˜os asociados con
otros tantos bloques AA presentes en la estructura. A continuacio´n se representa
una parte de la secuencia de Thue-Morse, en la que se muestra la distribucio´n de
dichos bloques resalta´ndolos en negrita:
ABBABAABBAABABBABAABABBAABBABAAB . . .
ABBABAABBAABABBABAABABBAABBABAAB . . .
Como en el caso de Fibonacci, algunas frecuencias pueden asociarse con los
modos de vibracio´n de algunos bloques elementales de tipo BAB, BAAB o ABBA,
aunque ahora dicha equivalencia no es tan clara como en aquel caso.
Por u´ltimo, para el punto Γ¯, se estudia la LDOS para dos frecuencias de la
parte alta del espectro.
Figura 6.17. LDOS para las frecuencias ω = 0.5260× 1014Hz y ω = 0.6450× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema TM7
En la figura 6.17 se presentan los resultados para las frecuencias ω = 0.5260×
1014Hz y ω = 0.6450 × 1014Hz. En ambos caso la LDOS presenta unos picos
muy localizados en diferentes partes de la estructura. Para ω = 0.5260 × 1014Hz
aparecen 22 picos que se corresponden con los bloques A, mientras que para ω =
0.6450× 1014Hz, aparecen 21 picos asociados a los bloques AA.
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Puede decirse que para frecuencias altas la LDOS muestra, como en el caso de
Fibonacci, un comportamiento bastante regular localizado en ciertos bloques de la
estructura.
LDOS en X¯
Figura 6.18. LDOS para las frecuencias ω = 0.1810× 1014Hz, ω = 0.2480× 1014Hz,
ω = 0.3690× 1014Hz y ω = 0.6280× 1014Hz en el punto X¯
En la figura 6.18 se muestra la LDOS para cuatro frecuencias representativas
del espectro en el punto X¯: ω = 0.1810 × 1014Hz, ω = 0.2480 × 1014Hz, ω =
0.3690× 1014Hz y ω = 0.6280× 1014Hz.
Tal y como ocurr´ıa para el caso de Fibonacci, queda de manifiesto que en el
punto X¯, se obtiene un patro´n bastante regular incluso a frecuencias bajas. Esto
se aprecia, por ejemplo, para la frecuencia ma´s baja de las representadas, ω =
0.1810×1014Hz, donde aparecen 21 picos de mayor intensidad y otros 22 de menor
intensidad. No esta´n perfectamente definidos, pero s´ı muestran ya evidencias del
comportamiento esperado.
Para el resto de frecuencias la LDOS muestra claramente el patro´n t´ıpico ya
visto antes en esta estructura. La frecuencia ω = 0.2480 × 1014Hz, muestra 21
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picos localizados en los 21 bloques BB que presenta la estructura. Nuevamente
vuelve a aparecer en el punto X¯ una localizacio´n en bloques de tipo B, que no
aparece en Γ¯. La frecuencia ω = 0.3690 × 1014Hz muestra una LDOS con picos
asociados con los bloques A, y la frecuencia ω = 0.6280× 1014Hz con los bloques
AA.
LDOS en M¯
Figura 6.19. LDOS para las frecuencias ω = 0.1470× 1014Hz, ω = 0.2690× 1014Hz,
ω = 0.4290× 1014Hz y ω = 0.6450× 1014Hz en el punto M¯
Por u´ltimo, para el caso de la multicapa de Thue-Morse, se analiza la LDOS
en el punto M¯ .
En la figura 6.19 se representan los resultados obtenidos para las frecuencias
ω = 0.1470× 1014Hz, ω = 0.2690× 1014Hz, ω = 0.4290× 1014Hz y ω = 0.6450×
1014Hz.
Para la frecuencia ma´s baja, ω = 0.1470 × 1014Hz, no se muestra un patro´n
perfectamente regular, pero s´ı se va asemejando al comportamiento que presentan
frecuencias mayores, como son las otras tres consideradas.
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Las frecuencias ω = 0.2690×1014Hz y ω = 0.6450×1014Hz, representadas a la
derecha de la figura, muestran una LDOS con 22 picos localizados en los bloques
A, mientras que ω = 0.4290× 1014Hz muestra 21, en este caso localizados en AA.
6.4 Fonones en una multicapa period-doubling
Se considera aqu´ı una multicapa en la cual los bloques se hacen crecer siguiendo
una secuencia period-doubling de orden 7, formada, como en el caso de Thue-
Morse, por un total de 128 bloques. Habra´ en este caso, 85 bloques de tipo A y
43 de tipo B, y el nu´mero de capas ato´micas dentro de cada bloque sera´ el mismo
que se considero´ anteriormente: NA = NB = 3. La estructura tendra´ en total 384
capas ato´micas en la direccio´n z de crecimiento de la estructura, de las cuales 255
sera´n de tipo A y 129 de tipo B.
En la figura 6.20 se representa el espectro de frecuencias en los puntos de
simetr´ıa sen˜alados.
Figura 6.20. Espectro de frecuencias para una multicapa period-doubling de orden 7,
en los puntos de simetr´ıa: Γ¯, X¯ y M¯
Como en los caso analizados anteriormente de Fibonacci y Thue-Morse, el
espectro muestra varios gaps en los tres puntos de simetr´ıa. La fragmentacio´n del
espectro se aprecia con claridad en los puntos Γ¯ y M¯ , en la parte alta del espectro,
aunque no tanto en el punto X¯. Tambie´n aqu´ı se hace dif´ıcil, distinguir entre gaps
primarios y secundarios, y no hay evidencias claras de autosimilitud. Al igual que
ocurr´ıa para Thue-Morse, las bandas de frecuencias permitidas ma´s altas llegan a
valores considerablemente ma´s altos de lo que lo hac´ıan en el caso de Fibonacci.
Puede explicarse la ausencia de gaps a bajas frecuencias, de forma similar a
como se hizo para las dos secuencias anteriores. En el caso de la estructura tridi-
234
6.4. FONONES EN UNA MULTICAPA PERIOD-DOUBLING
mensional que aqu´ı se considera, no solo esta´n presentes los modos longitudinales,
sino tambie´n los transversales, lo que da lugar a que haya superposicio´n entre am-
bos a bajas frecuencias y se cierren los gaps. A frecuencias medias y altas solamente
se tienen modos longitudinales y ah´ı s´ı se aprecia el esquema de fragmentacio´n que
aparec´ıa en una dimensio´n.
Para poder apreciar las similitudes y diferencias entre el espectro para la multi-
capa 3D en el punto Γ¯, y una cadena unidimensional de las mismas caracter´ısticas,
se procede como en casos anteriores. En la figura 6.21 se representan juntos el es-
pectro para la multicapa period-doubling y el coeficiente de Lyapunov para una
cadena con los mismos para´metros.
Figura 6.21. Espectro de frecuencias para una multicapa period-doubling de orden 7,
en el punto Γ¯, y coeficiente de Lyapunov para una cadena unidimensional con las
mismas caracter´ısticas. Aparecen tambie´n los valores para los modos normales de
los bloques BBBAAABBB y BBBAAAAAAAAABBB
Las principales diferencias surgen, como ocurr´ıa para Fibonacci y Thue-Morse
y como ya se ha apuntado, para la parte baja del espectro, donde la cadena unidi-
mensional muestra el comportamiento t´ıpico de la secuencia considerada, con una
fragmentacio´n considerable, mientras la banda de frecuencias para la multicapa es
pra´cticamente continua.
A frecuencias medias y altas el coeficiente de Lyapunov muestra co´mo van
apareciendo muchas bandas estrechas separadas por gaps, dando lugar a una alta
fragmentacio´n. En el caso de la multicapa la fragmentacio´n no es tan notoria, pero
s´ı esta´ presente.
Tambie´n se han representado en la figura 6.21 los modos normales de vibracio´n
de los bloques BBBAAABBB y BBBAAAAAAAAABBB, caracter´ısticos de es-
ta secuencia. Su coincidencia con las bandas que se forman en la cadena unidimen-
sional es pra´cticamente total, como puede apreciarse sobre todo a altas frecuencias.
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Tambie´n puede establecerse una relacio´n entre ciertos modos de vibracio´n y algu-
nas de las bandas del espectro de la multicapa, aunque en este caso la equivalencia
no es total, pues hay ciertos modos que no coinciden con ninguna banda permitida
del espectro, y hay bandas a las que no se les puede asociar ninguno de los modos
calculados.
LDOS en Γ¯
Se estudia a continuacio´n la LDOS en el punto Γ¯ para varias frecuencias represen-
tativas del espectro. En primer lugar, se muestra en la figura 6.22 el resultado que
se obtiene para dos frecuencias de la parte baja del espectro, ω = 0.1080× 1014Hz
y ω = 0.2920× 1014Hz.
Figura 6.22. LDOS para las frecuencias ω = 0.1080× 1014Hz y ω = 0.2920× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema PD7
Los resultados de la LDOS para frecuencias bajas en el punto Γ¯ son similares
a los obtenidos en los casos de Fibonacci y Thue-Morse, es decir, se observa un
patro´n bastante irregular, muy parecido al que presentaban los desplazamientos
ato´micos en el caso unidimensional.
Al considerar frecuencias de la parte media del espectro, desaparece el patro´n
irregular y se aprecian una serie de picos en la LDOS asociados, en este caso,
con los bloques A y AAA propios de la secuencia period-doubling. Esto puede
apreciarse en la figura 6.23, donde se representa la LDOS para las frecuencias
ω = 0.4690 × 1014Hz y ω = 0.4960 × 1014Hz, pertenecientes a la zona media del
espectro.
En el primer caso se observa una serie de 22 picos altos y estrechos localizados
en los bloques A de la estructura. El segundo caso es similar, pero ahora aparecen
21 picos localizados en los bloques AAA. Puede apreciarse co´mo los ma´ximos de
una gra´fica coinciden con los mı´nimos de la otra, y viceversa, de manera que ambas
frecuencias, que no esta´n excesivamente lejos en el espectro, presentan localizacio´n
en diferentes partes de la estructura.
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Figura 6.23. LDOS para las frecuencias ω = 0.4690× 1014Hz y ω = 0.4960× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema PD7
Se representa a continuacio´n una parte de la secuencia period-doubling en la
que se han marcado en negrita los bloques A y los bloques AAA. Puede apreciarse
co´mo el esquema de picos que muestra la figura 6.23 coincide, tanto en un caso
como en otro, con la distribucio´n de los bloques citados en la estructura.
ABAAABABABAAABAAABAAABABABAAABAB . . .
ABAAABABABAAABAAABAAABABABAAABAB . . .
Un resultado parecido se obtiene para frecuencias ma´s altas. En la figura
6.24 se presentan los resultados para las frecuencias ω = 0.5260 × 1014Hz y ω =
0.6360× 1014Hz.
Figura 6.24. LDOS para las frecuencias ω = 0.5260× 1014Hz y ω = 0.6360× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema PD7
La frecuencia ω = 0.5260 × 1014Hz muestra una localizacio´n clara en los 22
bloques A, mientras que ω = 0.6360× 1014Hz lo hace en los bloques AAA.
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Los resultados presentados para la LDOS en diferentes rangos del espectro
para la multicapa period-doubling son ana´logos a los que se han mostrado en las
secciones anteriores para las multicapas de Fibonacci y Thue-Morse.
LDOS en X¯
Figura 6.25. LDOS para las frecuencias ω = 0.1590× 1014Hz, ω = 0.3360× 1014Hz,
ω = 0.5180× 1014Hz y ω = 0.6290× 1014Hz en el punto X¯
Por lo visto en apartados anteriores, es de esperar que en el punto X¯ la LDOS
muestre un comportamiento similar al que presentaba en dicho punto para las
secuencias de Fibonacci y Thue-Morse.
Para comprobarlo, en la figura 6.25 se muestra la LDOS para cuatro frecuencias
representativas del espectro en el punto X¯: ω = 0.1590 × 1014Hz, ω = 0.3360 ×
1014Hz, ω = 0.5180× 1014Hz y ω = 0.6290× 1014Hz.
Tal y como ocurr´ıa en los casos de Fibonacci y Thue-Morse, en el punto X¯ se
obtiene un patro´n bastante regular incluso a frecuencias bajas.
Por ejemplo, para ω = 0.1590× 1014Hz, aparecen un total de 43 picos perfec-
tamente definidos, localizados en los bloques B. Esto ya ocurr´ıa para Fibonacci
y Thue-Morse en este punto y en M¯ . Llama la antencio´n que para el punto Γ¯
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ninguna de las frecuencias analizadas presenta localizacio´n en los bloques B, y sin
embargo, s´ı ocurra en X¯ y M¯ . Esto puede explicarse de nuevo, teniendo en cuenta
que para Γ¯ a bajas frecuencias los modos longitudinales y transversales aparecen
mezclados, no permitiendo de esta forma distinguir esa localizacio´n en bloques B.
En los otros dos puntos, do´nde los modos transversales ya no juegan un papel tan
importante, s´ı se puede apreciar esa localizacio´n.
Para frecuencias ma´s elevadas se vuelve a tener el comportamiento esperado.
En este caso, las frecuencias ω = 0.3360×1014Hz, y ω = 0.6290×1014Hz presentan
21 picos localizados en los bloques AAA, mientras que la frecuencia ω = 0.5180×
1014Hz lo hace en los 22 bloques A.
LDOS en M¯
Por u´ltimo, se va a analizar el comportamiento de la LDOS para una multicapa
de period-doubling en el punto M¯ .
Figura 6.26. LDOS para las frecuencias ω = 0.1030× 1014Hz, ω = 0.3440× 1014Hz,
ω = 0.4600× 1014Hz y ω = 0.6450× 1014Hz en el punto M¯
En la figura 6.26 se representan los resultados obtenidos para cuatro frecuencias
representativas del espectro, ω = 0.1030 × 1014Hz, ω = 0.3440 × 1014Hz, ω =
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0.4600× 1014Hz y ω = 0.6450× 1014Hz.
Puede observarse co´mo el patro´n que muestra la frecuencia ω = 0.1030×1014Hz
no esta´ tan bien definido como ocurr´ıa con ejemplos anteriores, pero es que en este
caso se ha tomado una frecuencia bastante ma´s baja. Aun as´ı, el patro´n es mucho
ma´s regular del que se obtiene en el punto Γ¯, incluso para frecuencias mucho
mayores que e´sta, y podr´ıa asociarse con los bloques B.
Las otras tres frecuencias consideradas tambie´n muestran un comportamiento
similar al esperado, quedando localizadas o bien en los bloques A (ω = 0.3440 ×
1014Hz y ω = 0.6450×1014Hz) o bien en los bloques AAA (ω = 0.4600×1014Hz).
Tambie´n en el punto M¯ los resultados coinciden con los que se obten´ıan para
Fibonacci y Thue-Morse.
6.5 Fonones en una multicapa de Rudin-Shapiro
Se completa a continuacio´n el estudio de fonones en diversas heteroestructuras
cuasiregulares, con una multicapa que sigue la secuencia de Rudin-Shapiro de
orden 6. Se considera en este caso la secuencia de dos letras que ya fue presentada
con anterioridad y que se describe en el Ape´ndice A. La estructura tiene un total
de 64 bloques, de los cuales 36 son de tipo A, y 28 de tipo B. Como en los casos
anteriores, el nu´mero de capas ato´micas por cada bloque sera´ de NA = NB = 3.
La estructura tendra´ en total 192 capas ato´micas en la direccio´n z de crecimiento
de la estructura, de las cuales 108 sera´n de tipo A y 84 de tipo B.
En la figura 6.27 se representa el espectro de frecuencias en los puntos de
simetr´ıa sen˜alados.
Figura 6.27. Espectro de frecuencias para una multicapa de Rudin-Shapiro de orden 6,
en los puntos de simetr´ıa: Γ¯, X¯ y M¯
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Los resultados son, en principio, similares a los obtenidos para otras secuencias.
Sin embargo, en este caso parece haber menos fragmentacio´n del espectro. Esto
puede explicarse teniendo en cuenta que la secuencia de Rudin-Shapiro que se esta´
considerando aqu´ı, presenta un mayor nu´mero de agrupaciones en bloques, pues
se tienen bloques A, AA, AAA y AAAA. De manera que habra´ modos asociados
a cada uno de estos bloques, y sera´ ma´s fa´cil que haya superposicio´n de estos,
quedando enmascarados varios gaps que ahora no aparecera´n. Esto se pondra´ de
manifiesto ma´s adelante al representar la LDOS.
Como en los casos anteriores, la fragmentacio´n se aprecia mucho menos en el
punto X¯, donde es pra´cticamente inexistente, que en los puntos Γ¯ y M¯ , donde
puede apreciarse un poco a frecuencias altas. Lo´gicamente, para la multicapa
de Rudin-Shapiro es pra´cticamente imposible distinguir entre gaps primarios y
secundarios.
Si a lo anterior se suma la presencia de modos longitudinales y transversales,
principalmente a frecuencias no demasiado altas, se explica la ausencia total de
gaps a bajas frecuencias, tal y como ya se hab´ıa obtenido para las secuencias
de Fibonacci, Thue-Morse y period-doubling. U´nicamente a frecuencias altas,
donde solo esta´n presentes los modos longitudinales, puede apreciarse cierta frag-
mentacio´n.
LDOS en Γ¯
Se estudia a continuacio´n la LDOS en el punto Γ¯ para varias frecuencias represen-
tativas del espectro. En primer lugar, se muestra en la figura 6.28 el resultado que
se obtiene para dos frecuencias de la parte baja del espectro, ω = 0.1550× 1014Hz
y ω = 0.2470× 1014Hz.
Figura 6.28. LDOS para las frecuencias ω = 0.1550× 1014Hz y ω = 0.2470× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema RS6
Los resultados de la LDOS para frecuencias bajas en el punto Γ¯ son similares
a los obtenidos para otras secuencias, es decir, se observa un patro´n bastante
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irregular, muy parecido al que presentaban los desplazamientos ato´micos en el
caso unidimensional.
Al considerar frecuencias de la parte media del espectro, desaparece el patro´n
irregular y se aprecian una serie de picos en la LDOS asociados con los bloques A,
AA, AAA y AAAA propios de la secuencia de Rudin-Shapiro. A continuacio´n se
representa la secuencia de Rudin-Shapiro de orden 6 con 64 elementos en total, y





En la figura 6.29 se representa la LDOS para las frecuencias ω = 0.3720 ×
1014Hz y ω = 0.4310× 1014Hz, pertenecientes a la zona media del espectro.
Figura 6.29. LDOS para las frecuencias ω = 0.3720× 1014Hz y ω = 0.4310× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema RS6
En el primer caso, para la frecuencia ω = 0.3720 × 1014Hz, se observan una
serie de 6 picos altos y estrechos localizados en los bloques A de la estructura. Para
la frecuencia ω = 0.4310 × 1014Hz aparecen cuatro picos, ma´s o menos anchos,
asociados con los bloques AAA.
Un resultado parecido se obtiene para frecuencias ma´s altas. En la figura
6.30 se presentan los resultados para las frecuencias ω = 0.5880 × 1014Hz y ω =
0.6450× 1014Hz.
En ambos ejemplos aparecen tres picos claramente definidos. Pero no hay que
confundirlos, pues se encuentran localizados en diferentes zonas de la estructura.
Para la frecuencia ω = 0.5880 × 1014Hz los picos se encuentran en los 3 bloques
AAAA presentes en la estructura. Mientras que para ω = 0.6450 × 1014Hz los
ma´ximos de la LDOS se asocian con los bloques AA.
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Figura 6.30. LDOS para las frecuencias ω = 0.5880× 1014Hz y ω = 0.6450× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema RS6
El resto de frecuencias de la parte media y alta del espectro en el punto Γ¯ mues-
tran un comportamiento ide´ntico a los ejemplos aqu´ı seleccionados, demostrando
por una parte, la regularidad de la LDOS para estas frecuencias, y por otra, la
localizacio´n de cada frecuencia en ciertas partes concretas de la estructura.
En este sentido, la secuencia de Rudin-Shapiro, a pesar de su mayor compleji-
dad, corrobora los resultados obtenidos anteriormente para Fibonacci, Thue-Morse
y period-doubling.
LDOS en X¯
Por lo visto en apartados anteriores, es de esperar que para la secuencia de
Rudin-Shapiro en el punto X¯ la LDOS muestre un comportamiento similar al
que presentaba para otras secuencias. Para comprobarlo, en la figura 6.31 se
muestra la LDOS para cuatro frecuencias representativas del espectro en el pun-
to X¯: ω = 0.1550 × 1014Hz, ω = 0.2680 × 1014Hz, ω = 0.4900 × 1014Hz y
ω = 0.5880× 1014Hz.
A diferencia de lo ocurrido en el punto Γ¯, aqu´ı se aprecia un patro´n regular
incluso para las frecuencias ma´s bajas del espectro. Puede observarse co´mo para
ω = 0.1550×1014Hz existen varios picos de diferentes taman˜os en diferentes partes
de la estructura. Cada uno de esos picos se asocia con los bloques B, BB, BBB
y BBBB presentes en ella.
AAABAABAAAABBBABAAABAABABBBAAABAAAABAABAAAABBBABBBBABBABAAABBBAB
Los picos se distribuyen de la siguiente forma: se observan 10 picos muy
pequen˜os asociados con los 10 bloques B de la estructura. Se observan tambie´n 4
picos mucho mayores e ide´nticos entre s´ı, localizados en los 4 bloques BBB. Por
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Figura 6.31. LDOS para las frecuencias ω = 0.1550× 1014Hz, ω = 0.2680× 1014Hz,
ω = 0.4900× 1014Hz y ω = 0.5880× 1014Hz en el punto X¯
u´ltimo se observa un pico ma´s amplio e irregular, asociado con BBBB y un pico,
el ma´s alto de la figura, localizado en el u´nico bloque BB presente en la figura.
Puede observarse algo parecido para la otra frecuencia de la parte baja del
espectro, ω = 0.2680 × 1014Hz. En este caso cambia el taman˜o de los picos
asociados a cada bloque, pero el resultado es similar.
Esto demuestra, que en el punto X¯, a frecuencias por debajo de la frecuen-
cia ma´xima para el Ag, puede haber modos localizados en los bloques B de la
estructura. Algo que ya se hab´ıa puesto de manifiesto anteriormente para otras
secuencias.
Cuando se consideran frecuencias mayores, los resultados empiezan a parecerse
a lo obtenido en el punto Γ¯, es decir, los picos se asocian a los bloques de Al, cuya
frecuencia ma´xima de vibracio´n es mucho mayor.
Para la frecuencia ω = 0.4900 × 1014Hz se observan tres picos localizados en
los bloques AAAA. Para ω = 0.5880× 1014Hz, sin embargo, se muestran 6 picos
ma´s altos, localizados en los bloques A, y otros 3 de menor taman˜o asociados con
los bloques AAAA.
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LDOS en M¯
Por u´ltimo, se va a analizar el comportamiento de la LDOS para una multicapa
de Rudin-Shapiro en el punto M¯ .
Figura 6.32. LDOS para las frecuencias ω = 0.1470× 1014Hz, ω = 0.4860× 1014Hz,
ω = 0.5900× 1014Hz y ω = 0.6450× 1014Hz en el punto M¯
En la figura 6.32 se representan los resultados obtenidos para cuatro frecuencias
representativas del espectro, ω = 0.1470 × 1014Hz, ω = 0.4860 × 1014Hz, ω =
0.5900× 1014Hz y ω = 0.6450× 1014Hz.
Puede observarse co´mo el patro´n que muestra la frecuencia ω = 0.1030×1014Hz
es bastante regular, y los ma´ximos para la LDOS parecen estar localizados en los
bloques B de la estructura. Como ocurr´ıa tambie´n para el punto X¯, el patro´n es
mucho ma´s regular que el que se obtiene en el punto Γ¯, incluso para frecuencias
mucho mayores que e´sta.
Las otras tres frecuencias consideradas tambie´n muestran un comportamiento
similar al esperado, quedando localizadas en algunos de los bloques ya sen˜alados.
Por ejemplo, ω = 0.4860 × 1014Hz, muestra tres picos localizados en los bloques
AAAA, ω = 0.5900 × 1014Hz, presenta tambie´n tres picos, pero en este caso
localizados en los bloques AA, y por u´ltimo ω = 0.6450× 1014Hz muestra 6 picos
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asociados a los bloques A.
6.6 Fonones en multicapas h´ıbridas
En el cap´ıtulo anterior se estudiaron diferentes sistemas h´ıbridos y compuestos uni-
dimensionales que combinaban secuencias cuasiregulares con bloques perio´dicos o
bien secuencias cuasiregulares entre s´ı. All´ı se obtuvieron algunos rasgos carac-
ter´ısticos de estos sistemas que los hac´ıan muy interesantes, como por ejemplo la
capacidad de modificar el espectro de gaps primarios y secundarios, y la capacidad
de confinar ciertos rangos de frecuencias en alguno de los bloques que constitu´ıan
la estructura.
Puesto que al considerar sistemas multicapas en 3D, algunos de los rasgos
caracter´ısticos de los sistemas cuasiregulares se han perdido, ser´ıa interesante ver
que´ ocurre cuando se crece una estructura h´ıbrida, entre dos medios semiinfinitos
de tipo B, segu´n el modelo tridimensional propuesto en este cap´ıtulo. A esta
cuestio´n se dedica el presente apartado.
Para empezar se analizara´ una estructura F11 − Px − F11 en la que el bloque
central perio´dico, tendra´ varios taman˜os, y se encontrara´ entre dos bloques de
Fibonacci de taman˜o fijo, y orden 11. Despue´s se estudiara´n las estructuras F11−
A10 − F11 y F11 − B10 − F11, en las que el bloque central esta´ constituido por
solo un material, bien de tipo A o bien de tipo B, respectivamente. Se estudiara´n
tambie´n sistemas similares a estos tres, pero donde los diferentes bloques tendra´n
un taman˜o mı´mino: F8−P4−F8, F8−A8−F8 y F8−B8−F8. Todo este ana´lisis
se hara´ en el punto Γ¯, por ser el ma´s interesante para este tipo de estructuras,
pero al final, para uno de ellos, F8−P4−F8, se hara´ un estudio en los tres puntos
de s´ımetr´ıa considerados hasta ahora.
6.6.1 Multicapa F11 − Px − F11
Se considera en primer lugar una multicapa h´ıbrida formada por un bloque perio´dico,
con per´ıodo 49 entre dos bloques de Fibonacci de orden 11. La estructura tendra´
un total de 386 bloques. Se tomara´ en lo que sigue NA = NB = 2, con lo cual habra´
un total de 772 capas ato´micas en la direccio´n de crecimiento de la estructura. La
distribucio´n exacta de bloques y capas ato´micas se muestra en la tabla 6.1.
TABLA 6.1: Nu´mero de bloques y capas ato´micas para la estructura F11 −
P49 − F11 con NA = NB = 2
F11 = 144 P49 = 98 F11 = 144 Bloques = 386 Capas = 772
A = 89 A = 49 A = 89 A = 227 A = 227× 2 = 454
B = 55 B = 49 B = 55 B = 159 B = 159× 2 = 318
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Para esta estructrura y las que siguen, se tomara´n como materiales A y B los
mismos que hasta ahora, es decir, Al y Ag respectivamente.
En primer lugar se va representar el espectro para el sistema F11 − P49 − F11
junto con el espectro de F11, en el punto de simetr´ıa Γ¯ (figura 6.33).
Figura 6.33. Espectro de frecuencias para una multicapa h´ıbrida F11 − P49 − F11 y una
multicapa de Fibonacci de orden 11, en el punto de simetr´ıa Γ¯
En este caso no parece haber diferencias apreciables en el espectro de ambas
estructuras. Solamente la presencia de un pequen˜o gap (ω ∼ 0.2400× 1014Hz)en
la estructura h´ıbrida, y que en la de Fibonacci es tan pequen˜o que no se aprecia
en la figura. La similitud entre ambos espectros se puede entender teniendo en
cuenta que en el caso 3D, y como se ha mostrado en las secciones anteriores, para
las diferentes secuencias cuasiregulares estudiadas, no se puede apreciar tan clara-
mente como en el caso 1D la fragmentacio´n del espectro. Al no poder distinguir
con claridad el espectro, sera´ dif´ıcil apreciar las pequen˜as diferencias que pudiera
haber para ambas estructuras.
Aunque el espectro haya aportado poca informacio´n sobre el sistema h´ıbrido
considerado, se puede representar la LDOS para ver si en estas estructuras tiene
lugar el confinamiento que aparec´ıa en las cadenas h´ıbridas unidimensionales.
En la figura 6.34 se representa la LDOS para las frecuencias ω = 0.2560 ×
1014Hz y ω = 0.3810× 1014Hz en el punto Γ¯ del sistema F11 − P49 − F11. Puede
apreciarse en estos dos ejemplos, un valor para la LDOS mucho ma´s elevado en la
parte central perio´dica de la estructura que en los bloques de Fibonacci. Esto pone
de manifiesto que tambie´n en el caso de la multicapa 3D se observa el feno´meno
de confinamiento que aparec´ıa en cadenas unidimensionales h´ıbridas.
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Figura 6.34. LDOS para las frecuencias ω = 0.2560× 1014Hz y ω = 0.3810× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema F11 − P49 − F11
Figura 6.35. LDOS para las frecuencias ω = 0.4240× 1014Hz y ω = 0.5190× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema F11 − P49 − F11
En la figura 6.35 se representa la LDOS para otras dos frecuencias: ω =
0.4240 × 1014Hz y ω = 0.5190 × 1014Hz. En ambos casos la LDOS aparece
claramente confinada en los bloques cuasiregulares de los extremos, al contrario
de lo que suced´ıa en la figura anterior.
De esta manera queda comprobado que en el caso de las estructuras h´ıbridas
tridimensionales tambie´n se tendra´n ciertos rangos de frecuencias en las que los
desplazamientos esta´n confinados en las distintas partes de la estructura.
Se puede incidir en esta direccio´n considerando un par de estructuras similares
a la anterior, pero en las que se haya reducido considerablemente la parte central
perio´dica de la estructrura. Este es el caso de los sistemas F11 − P10 − F11 y
F11 − P4 − F11, cuya distribucio´n de bloques y capas ato´micas aparecen en las
tablas 6.2 y 6.3 respectivamente.
En ambos caso se mantienen los mismos bloques cuasiregulares de los extremos
y se reduce solamente la parte perio´dica. De esta manera la estructura sigue
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TABLA 6.2: Nu´mero de bloques y capas ato´micas para la estructura F11 −
P10 − F11 con NA = NB = 2
F11 = 144 P10 = 20 F11 = 144 Bloques = 308 Capas = 616
A = 89 A = 10 A = 89 A = 188 A = 188× 2 = 376
B = 55 B = 10 B = 55 B = 120 B = 120× 2 = 240
TABLA 6.3: Nu´mero de bloques y capas ato´micas para la estructura F11 −
P4 − F11 con NA = NB = 2
F11 = 144 P4 = 8 F11 = 144 Bloques = 296 Capas = 592
A = 89 A = 4 A = 89 A = 182 A = 182× 2 = 364
B = 55 B = 4 B = 55 B = 114 B = 114× 2 = 228
teniendo un taman˜o considerable, pero la parte central es mucho ma´s reducida.
Se intenta comprobar de esta manera si se sigue presentando el confinamiento
en bloques diferentes, a pesar de que la parte perio´dica central tenga un taman˜o
mucho menor .
Antes de ver que´ ocurre con la LDOS para estas estructuras, se presentara´ su
espectro.
Figura 6.36. Espectro de frecuencias para las multicapas h´ıbridas F11 − P49 − F11,
F11 − P10 − F11, F11 − P4 − F11 y una multicapa de Fibonacci de orden 11, en el
punto de simetr´ıa Γ¯
En la figura 6.36 se representa el espectro para las tres estructuras h´ıbridas
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que se han considerado y para la multicapa de Fibonacci. Como era de esperar,
a ra´ız de los comentarios anteriores, el espectro apenas var´ıa para las diferentes
estructuras.
Se representa a continuacio´n la LDOS para las frecuencias estudiadas anterior-
mente en la multicapa F11 − P49 − F11, pero ahora en los sistemas F11 − P10 − F11
y F11 − P4 − F11
Figura 6.37. LDOS para las frecuencias ω = 0.2560× 1014Hz y ω = 0.3810× 1014Hz
en el punto Γ¯ de los sistema F11 − P10 − F11 y F11 − P4 − F11
En la figura 6.37 se representa la LDOS para las frecuencias ω = 0.2560 ×
1014Hz y ω = 0.3810 × 1014Hz en el punto Γ¯, de ambos sistemas. Puede apre-
ciarse co´mo, a pesar de la reduccio´n dra´stica de taman˜o en la parte perio´dica,
ambas frecuencias quedan confinadas en la parte central. Esto es especialmente
significativo para la multicapa F11 − P4 − F11, en la que de los 296 bloques, la
parte perio´dica central so´lo contiene 8 bloques, siendo los 288 restantes las partes
a derecha y a izquierda de la estructura.
Algo parecido ocurre con las otras dos frecuencias que se han tomado como
ejemplo y que aparec´ıan confinadas en los bloques de Fibonacci.
En la figura 6.38 se representa la LDOS para las frecuencias ω = 0.4240 ×
1014Hz y ω = 0.5190 × 1014Hz en el punto Γ, de ambos sistemas. Estas dos
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Figura 6.38. LDOS para las frecuencias ω = 0.4240× 1014Hz y ω = 0.5190× 1014Hz
en el punto Γ¯ de los sistema F11 − P10 − F11 y F11 − P4 − F11
frecuencias ten´ıan una LDOS pra´cticamente nula en la parte perio´dica de la mul-
ticapa F11 − P49 − F11. Ahora, tras reducir el bloque central, esas frecuencias
siguen estando prohibidas en dicha zona, a pesar de sus reducidas dimensiones en
comparacio´n con el taman˜o total de la estructura.
Puede concluirse que el efecto de confinamiento selectivo que se daba en el caso
de una cadena h´ıbrida unidimensional tambie´n esta´ presente en estructuras ma´s
complejas y ma´s similares a un sistema real, como es el caso de la multicapa 3D
que se ha estudiado. Adema´s ese confinamiento se mantiene al reducir consid-
erablemente el taman˜o de la parte central de la estructura, permitiendo de esta
manera elegir el taman˜o de la zona donde quedara´ confinada la frecuencia.
6.6.2 Multicapa F11 − A10 − F11 y F11 −B10 − F11
Una estructura h´ıbrida similar a la anterior, pero que puede introducir algunas
novedades es la que se obtiene al intercalar un bloque de material A o B entre dos
estructuras de Fibonacci de un orden dado. Esta nueva estructura ser´ıa la que se
obtendr´ıa de la anterior sustituyendo la parte perio´dica central por un bloque de
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un solo material.
Para estudiar este tipo de estructuras se considerara´n dos bloques de Fibonacci
de orden 11, como en el caso anterior, y la parte central tendra´ 10 bloques de
material A o B. En realidad se tiene un solo bloque, pero para seguir con la
misma nomenclatura que hasta ahora, se considerara´ que un bloque de material A
o B en esta parte es ide´ntico al que aparece en la parte cuasiregular.
La distribucio´n de bloques y capas ato´micas para estas dos estructuras se mues-
ta en las tablas 6.4 y 6.5, respectivamente.
TABLA 6.4: Nu´mero de bloques y capas ato´micas para la estructura F11 −
A10 − F11 con NA = NB = 2
F11 = 144 A10 = 10 F11 = 144 Bloques = 298 Capas = 596
A = 89 A = 10 A = 89 A = 188 A = 188× 2 = 376
B = 55 B = 0 B = 55 B = 110 B = 110× 2 = 220
TABLA 6.5: Nu´mero de bloques y capas ato´micas para la estructura F11 −
B10 − F11 con NA = NB = 2
F11 = 144 B10 = 10 F11 = 144 Bloques = 298 Capas = 596
A = 89 A = 0 A = 89 A = 178 A = 178× 2 = 356
B = 55 B = 10 B = 55 B = 120 B = 120× 2 = 240
Se ha elegido una multicapa de taman˜o similar a la estudiada en el apartado
anterior y en la que la parte central no representa una parte muy importante del
taman˜o total de la estructura.
Sera´ interesante ahora estudiar, por una parte, si se modifica el espectro para
estos sistemas en relacio´n con el espectro de Fibonacci, y por otra parte, si se sigue
dando el confinamiento selectivo de ciertas frecuencias en las diferentes partes del
sistema.
En la figura 6.39 se representa el espectro para las multicapas h´ıbridas F11 −
A10−F11, F11−B10−F11 y una multicapa de Fibonacci de orden 11, en el punto de
simetr´ıa Γ¯. A diferencia de lo que ocurr´ıa cuando el bloque central era perio´dico, al
considerar un bloque central de un solo material s´ı se modifica considerablemente
el espectro. Por una parte aparecen estados en el borde de algunas bandas ya
existentes, y adema´s se originan nuevas bandas de taman˜o pequen˜o en los gaps del
espectro de Fibonacci.
Se puede encontrar una explicacio´n lo´gica a este hecho. El sistema perio´dico
ABABABA . . . introduce en la estructura bloques elementales que ya exist´ıan en
la estructura, como por ejemplo BAB y cuya importancia en multicapas cuasireg-
ulares ya quedo´ de manifiesto en apartados anteriores. Al introducir un bloque de
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Figura 6.39. Espectro de frecuencias para las multicapas h´ıbridas F11 −A10 − F11,
F11−B10−F11 y una multicapa de Fibonacci de orden 11, en el punto de simetr´ıa Γ¯
un solo material, por ejemplo A, se esta´ introduciendo una secuencia AAAAA . . .
que no existe en la de Fibonacci. Se tiene as´ı un nuevo bloque elemental, cuyos
modos de vibracio´n se repartira´n por todo espectro hasta la frecuencia ma´xima
de ese material. Algunos de esos modos caera´n en bandas ya existentes o en el
borde de ellas, y otros en los gaps, genera´ndose en este u´ltimo caso nuevas bandas
relacionadas con esos modos.
Esto puede justificarse gra´ficamente. Para la secuencia F11−A10−F11 se tiene
un bloque central con 10 bloques de tipo A. Si a esto an˜adimos que la secuencia
de Fibonacci de orden 11 acaba por A y adema´s cualquier secuencia de Fibonacci
empieza por A, se tienen en realidad 12 bloques de tipo A seguidos en el centro de
la estructura. Puesto que NA = 2, el nu´mero total de capas ato´micas de tipo A en
el centro de la estructura sera´ de 24. Se pueden calcular nume´ricamente los modos
normales para una cadena lineal de 24 a´tomos de Al, y es de esperar que sean
estos modos de vibracio´n los responsables de las variaciones que se han producido
en el espectro de frecuencias para el sistema F11 − A10 − F11 con respecto al que
presenta un sistema F11.
En la figura 6.40 se representa el espectro para la multicapa h´ıbrida F11 −
A10 − F11, junto con los modos normales de vibracio´n obtenidos para la cadena
unidimensional de 24 a´tomos de tipo A, y el espectro para una multicapa de
Fibonacci de orden 11. Puede apreciarse la relacio´n entre los modos para la cadena
unidimensional y los estados que aparecen para la estructura h´ıbrida y que no esta´n
presentes en la multicapa de Fibonacci. Aunque el ajuste no sea perfecto, debido
al cara´cter 1D y 3D de las dos estructuras que se esta´n comparando, s´ı ofrece una
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Figura 6.40. Espectro de frecuencias para la multicapa h´ıbrida F11 −A10 − F11 y una
multicapa de Fibonacci de orden 11 (en los extremos de la figura) y modos normales
de vibracio´n para una cadena de 24 ato´mos de tipo A (en el centro de la figura)
explicacio´n cualitativa del espectro que se origina.
A un resultado parecido puede llegarse para la estructura F11 −B10 − F11. En
este caso se tiene una parte central con 10 bloques B, con dos capas ato´micas
cada uno. Esto hace un total de 20 capas ato´micas de tipo B en el centro de la
multicapa. Se pueden por tanto calcular los modos normales de vibracio´n de una
cadena unidimensional con 20 a´tomos de tipo B y comparar con el espectro de la
estructura h´ıbrida.
Esto es lo que se ha hecho en la figura 6.41, de modo similar a como se hizo
antes para F11 − A10 − F11. En primer lugar hay que llamar la atencio´n sobre
el hecho de que los modos normales no llegan hasta la parte alta del espectro,
como ocurr´ıa cuando el bloque central era A. Esto se debe a que las frecuencias
ma´ximas permitidas para los dos materiales, son muy diferente, como ya se co-
mento´ anteriormente (ωmax(Al) = 0.606× 1014Hz y ωmax(Ag) = 0.335× 1014Hz).
En este caso, los diferentes modos normales de vibracio´n esta´n por debajo de ese
valor ma´ximo, y es precisamente en esa zona donde la estructura h´ıbrida presenta
variaciones con respecto a la multicapa de Fibonacci. Puede observarse co´mo el
gap que aparece para la estructura de Fibonacci sobre ω ∼ 0.3 × 1014Hz, se va
cerrando en la estructura h´ıbrida debido a la gran cantidad de modos de vibracio´n
que se acumulan en esa parte del espectro. Por encima de la frecuencia ωmax(Ag),
no pueden aparecer modos de vibracio´n asociados con el bloque Ag, y el espectro
de ambas multicapas es ide´ntico.
Una vez comprobado que el espectro de estos sistemas s´ı sufre modificaciones
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Figura 6.41. Espectro de frecuencias para la multicapa h´ıbrida F11 −B10 − F11 y una
multicapa de Fibonacci de orden 11 (en los extremos de la figura) y modos normales
de vibracio´n para una cadena de 20 ato´mos de tipo B (en el centro de la figura)
importantes, queda por estudiar si se sigue dando el confinamiento selectivo de
frecuencias en diferentes zonas de la estructura. Para ilustrar este confinamiento
se representara´ la LDOS para diferentes frecuencias.
En primer lugar se considera la estructura F11 − A10 − F11 y para ella se rep-
resenta en la figura 6.42 la LDOS para las frecuencias ω = 0.3430 × 1014Hz,
ω = 0.4250× 1014Hz, ω = 0.5580× 1014Hz y ω = 0.5680× 1014Hz. Al igual que
ocurr´ıa en el caso de una estructura h´ıbrida con bloque central perio´dico, se da
aqu´ı el confinamiento de ciertas vibraciones en determinadas partes de la estruc-
tura. As´ı, para ω = 0.3430×1014Hz y ω = 0.5680×1014Hz, la LDOS presenta un
ma´ximo en la zona central de la estructura, mientras que para ω = 0.4250×1014Hz
y ω = 0.5580 × 1014Hz la LDOS presenta su mayor valor en los bloques de Fi-
bonacci.
De igual forma puede representarse la LDOS para la estructura F11 − B10 −
F11. Los resultados son tambie´n similares en este caso. En la figura 6.43 se han
considerado como ejemplo, dos frecuencias que presentan un ma´ximo en la parte
central de la estructura: ω = 0.2350 × 1014Hz y ω = 0.3300 × 1014Hz. Para
frecuencias de la parte alta del espectro solamente existe el confinamiento en los
bloques de Fibonacci, por los motivos expuestos anteriormente.
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Figura 6.42. LDOS para las frecuencias ω = 0.3430× 1014Hz, ω = 0.4250× 1014Hz,
ω = 0.5580× 1014Hz y ω = 0.5680× 1014Hz en el punto Γ¯ del sistema
F11 −A10 − F11
Figura 6.43. LDOS para las frecuencias ω = 0.2350× 1014Hz y ω = 0.3300× 1014Hz
en el punto Γ del sistema F11 −B10 − F11
6.6.3 Multicapas h´ıbridas de taman˜o reducido
Los sistemas h´ıbridos estudiados en el apartado anterior han mostrado propiedades
de confinamiento interesantes. Surge ahora la cuestio´n de si estas propiedades se
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mantendra´n cuando se consideren sistemas de taman˜o mucho menor, y por tanto,
ma´s fa´cilmente realizables experimentalmente.
Para incidir en esta cuestio´n se van a estudiar tres sistemas del mismo taman˜o:
F8 − P4 − F8, F8 − A8 − F8 y F8 − B8 − F8. En todos ellos se consideran en
los extremos dos secuencias de Fibonacci de orden 8, con un total de 34 bloques
cada una. La parte central constara´ de, o bien una parte de periodo 4, con 8
bloques, o bien una parte de material A o B con 8 bloques cada uno. En estos
casos, como en los anteriores, el nu´mero de capas ato´micas por bloque de material
sera´ NA = NB = 2. En la tabla 6.6 se facilita toda la informacio´n sobre las tres
estructuras.
TABLA 6.6: Nu´mero de bloques y capas ato´micas para las estructuras F8 −
P4 − F8, F8 −A8 − F8 y F8 −B8 − F8 con NA = NB = 2
F8 = 34 P4 = 8 F8 = 34 Bloques = 76 Capas = 152
A = 21 A = 4 A = 21 A = 46 A = 46× 2 = 92
B = 13 B = 4 B = 13 B = 30 B = 30× 2 = 60
F8 = 34 A8 = 8 F8 = 34 Bloques = 76 Capas = 152
A = 21 A = 8 A = 21 A = 50 A = 50× 2 = 100
B = 13 B = 0 B = 13 B = 26 B = 26× 2 = 52
F8 = 34 B8 = 8 F8 = 34 Bloques = 76 Capas = 152
A = 21 A = 0 A = 21 A = 42 A = 42× 2 = 84
B = 13 B = 8 B = 13 B = 34 B = 34× 2 = 68
En primer lugar se presentan los resultados para el espectro de estos sistemas,
que en un principio, no debe presentar muchas diferencias con el espectro de los
sistemas presentados anteriormente.
En la figura 6.44 se ha representado el espectro de frecuencias para las tres
multicapas consideradas, incluyendo adema´s el espectro de frecuencias para una
multicapa de Fibonacci de orden 8, y los modos normales de vibracio´n para una
cadena unidimensional de 18 a´tomos de tipo Al y de tipo Ag. Se aprecia una
similitud con los resultados presentados anteriormente. Es decir, el espectro de la
multicapa h´ıbrida con la parte central perio´dica apenas difiere del que presenta la
multicapa de Fibonacci, mientras que las estructuras con la parte central de tipo A
o B, presentan un espectro bastante diferente de acuerdo con el patro´n de modos
de vibracio´n de la parte central.
Hasta aqu´ı no existe ninguna novedad y estos resultados confirman lo obtenido
con respecto al espectro para sistemas de mayor taman˜o. La cuestio´n principal
en este caso es si estos sistemas h´ıbridos de taman˜o bastante reducido seguira´n
presentado feno´menos de confinamiento.
Para comprobarlo se va a representar la LDOS para algunas frecuencias se-
leccionadas del espectro de cada sistema. En primer lugar se considera el sis-
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Figura 6.44. Espectro para la multicapa h´ıbrida F8 −A8 − F8, modos normales para
una cadena de 18 a´tomos de Al, espectro para la multicapa h´ıbrida F8 −B8 − F8,
modos normales para una cadena de 18 a´tomos de Ag, espectro para una multicapa
de Fibonacci de orden 8, y espectro para una multicapa h´ıbrida F8 − P4 − F8
tema F8 − P4 − F8. En la figura 6.45 se toman como ejemplos las frecuen-
cias ω = 0.2560 × 1014Hz, ω = 0.3820 × 1014Hz, ω = 0.4240 × 1014Hz y
ω = 0.6000× 1014Hz. Puede apreciarse co´mo las dos primeras presentan un valor
de la LDOS ma´s elevado en la parte central de la estructura, mostrando adema´s
otros picos de mucho menor valor en la parte cuasiregular de la estructura. En
ambos casos puede decirse que aparece el confinamiento en la parte central de la
estructura. Para las dos siguientes figuras, la LDOS muestra 8 picos destacados en
cada una de las partes cuasiregulares de la estructura, asociados con los bloques
AA presentes en la misma.
ABAABABAABAABABAABABAABAABABAABAAB
Resultados parecidos ofrece la estructura F8−A8−F8 al representar la LDOS.
En la figura 6.46 se representa la LDOS para cuatro frecuencias repartidas por
todo el espectro: ω = 0.1090×1014Hz, ω = 0.3520×1014Hz, ω = 0.4410×1014Hz
y ω = 0.6240 × 1014Hz. Todas ellas muestran confinamiento en la parte central.
Tambie´n existen, lo´gicamente, otras frecuencias que presentan confinamiento en la
parte cuasiregular, pero en este caso se han elegido estas por ser ma´s ilustrativas.
Llama la atencio´n, en primer lugar, la figura que se obtiene para ω = 0.1090 ×
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Figura 6.45. LDOS para las frecuencias ω = 0.2560× 1014Hz, ω = 0.3820× 1014Hz,
ω = 0.4240× 1014Hz y ω = 0.6000× 1014Hz en el punto Γ¯ del sistema F8 − P4 − F8
1014Hz, debido a que muestran un patro´n bastante regular a pesar de ser una de
las frecuencias de la parte ma´s baja del espectro, donde hasta ahora se mostraba
un comportamiento mucho ma´s irregular. Las otras tres frecuencias presentan un
comportamiento similar, mostrando una LDOS pra´cticamente despreciable en los
bloques cuasiregulares, y con un valor mucho ma´s elevado en el bloque central
constituido por un solo material, en este caso Al.
Por u´ltimo, mostrar tambie´n un par de ejemplos para la estructura F8−B8−F8.
En la figura 6.47 se representa la LDOS para las frecuencias ω = 0.2350 ×
1014Hz y ω = 0.3330 × 1014Hz. Ambas muestran un comportamiento similar al
de las frecuencias presentadas para la estructura anterior. La LDOS presenta un
gran pico en la parte central de la estructura, tal y como ocurr´ıa en aquel caso.
De esta manera, puede decirse que los tres sistemas analizados en este apartado,
pese a su nu´mero de capas bastante reducido, presentan un claro confinamiento
selectivo de las vibraciones en las distintas partes de la estructura, tal y como ya
se hab´ıa obtenido en el caso de cadenas unidimensionales, y en sistemas 3D con un
mayor nu´mero de capas. Esto refuerza la importancia de este efecto en sistemas
reales como los que aqu´ı se esta´n estudiando, y hacen ma´s atractiva su posible
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Figura 6.46. LDOS para las frecuencias ω = 0.1090× 1014Hz, ω = 0.3520× 1014Hz,
ω = 0.4410× 1014Hz y ω = 0.6240× 1014Hz en el punto Γ¯ del sistema F8 −A8 − F8
Figura 6.47. LDOS para las frecuencias ω = 0.2350× 1014Hz y ω = 0.3330× 1014Hz
en el punto Γ¯ del sistema F8 −B8 − F8
realizacio´n pra´ctica.
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6.6.4 Ana´lisis en los puntos de simetr´ıa
En los apartados anteriores se han estudiado diversas estructuras h´ıbridas en el
punto Γ¯, que adema´s de ser el ma´s interesante, es el que presenta mayores simil-
itudes con el caso de cadenas h´ıbridas unidimensionales estudiadas en el cap´ıtulo
anterior. Se pretende aqu´ı comparar los resultados obtenidos para un sistema
h´ıbrido en el punto Γ¯, con los que se obtienen en X¯ y M¯ .
Se va a considerar la estructura F8 − P4 − F8 que se acaba de presentar en el
apartado anterior. Las principales caracter´ısticas de este sistema se dieron en la
tabla 6.6, y la LDOS para algunas frecuencias significativas aparec´ıan en la figura
6.45.
Como se hizo en el caso de las diferentes cadenas cuasiregulares analizadas
anteriormente, se presenta en la figura 6.48 el espectro de vibraciones comparado
en los tres puntos.
Figura 6.48. Espectro de frecuencias para una multicapa h´ıbrida F8 − P4 − F8, en los
puntos de simetr´ıa: Γ¯, X¯ y M¯
Las caracter´ısticas del espectro en esta estructura h´ıbrida, en los tres puntos
indicados, son similares a las que presentan las multicapas cuasiregulares. No se
aprecia un espectro claramente fragmentado, sobre todo a frecuencias bajas, en
las que aparece una banda continua. A frecuencias altas, parece haber alguna
reminiscencia de fragmentacio´n, principalmente en el punto Γ¯, y algo en M¯ .
Poca informacio´n ma´s puede aportar el espectro del sistema, sin embargo, la
LDOS puede ofrecer, como ocurrio´ anteriormente, algunos datos interesantes.
En la figura 6.49 se ha representado la LDOS para tres frecuencias de la parte
baja del espectro del sistema considerado. En primer lugar se muestra la LDOS
para una frecuencia representativa en el punto Γ¯, en este caso, ω = 0.1990×1014Hz.
Como ocurr´ıa para multicapas cuasiregulares simples, la LDOS en el punto Γ¯ a
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Figura 6.49. LDOS para tres frecuencias de la parte baja del espectro en los puntos Γ¯,
X¯ y M¯ del sistema F8 − P4 − F8
frecuencias bajas muestra un patro´n irregular, similar al que se obtiene en sistemas
unidimensionales.
Para los puntos X¯ y M¯ , se han elegido las frecuencias ω = 0.1890× 1014Hz y
ω = 0.1390 × 1014Hz, respectivamente. En ambos puntos el comportamiento de
la LDOS es bastante ma´s regular, a pesar de estar considerando frecuencias del
mismo rango o incluso inferiores.
Puede concluirse, tal y como ocurr´ıa en multicapas cuasiregulares simples, que
las multicas h´ıbridas presentan en Γ¯ una LDOS bastante irregular a bajas frecuen-
cias, muy diferente de la que se obtiene a frecuencias medias y altas, mientras que
en los puntos X¯ y M¯ , la LDOS a bajas frecuencias es bastante ma´s regular y se
asemeja a lo que ocurrira´ a frecuencias ma´s altas.
A frecuencias medias y altas los sistemas h´ıbridos en el punto Γ¯, se han car-
acterizado por mostrar un confinamiento selectivo de ciertas frecuencias en las
diferentes partes de la estructura. Cabe preguntarse si en los puntos X¯ y M¯
aparecera´ tambie´n dicho comportamiento.
Puede afirmarse que en el punto X¯ se observa que ciertas frecuencias, sobre
todo en la parte media y alta del espectro, s´ı parecen quedar confinadas en los
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bloques cuasiregulares de la estructura. Sin embargo, no ocurre lo mismo para el
confinamiento en la parte central perio´dica. No hay frecuencias en ningu´n rango
del espectro de vibraciones que muestre un valor de la LDOS mucho ma´s elevado
en la parte perio´dica que en las partes cuasiregulares. Esto tiene una explicacio´n,
siguiendo lo dicho para multicapas cuasiregulares. All´ı se vio co´mo la LDOS en
los puntos X¯ y M¯ , mostraba ma´ximos asociados con los bloques A y AA de la
estructura. En la multicapa h´ıbrida ocurre lo mismo para el punto X¯, puesto que
los picos aparecen en dichos bloques. Puesto que bloques AA so´lo existen en las
partes cuasiregulares, las frecuencias que muestran picos en esos bloques, no los
muestran en la parte central perio´dica, donde no hay bloques AA. Las frecuencias
asociadas con los bloques A, que esta´n presentes tanto en la parte perio´dica como
en las partes cuasiregulares, s´ı muestran picos en la LDOS a lo largo de toda la
estructura.
Figura 6.50. LDOS para las frecuencias ω = 0.4260× 1014Hz y ω = 0.5500× 1014Hz
en el punto X¯ del sistema F8 − P4 − F8
Esto se aprecia en la figura 6.50. Para ω = 0.4260 × 1014Hz los picos de la
LDOS aparecen en los bloques A, presentes en toda la estructura, mientras que la
frecuencia ω = 0.5500 × 1014Hz, asociada con los bloques AA, caracter´ısticos de
la secuencia de Fibonacci, aparece confinada en los bloques cuasiregulares. No ex-
isten, como ya se ha comentado, frecuencias que aparezcan confinadas u´nicamente
en la parte central de la estructura, algo que s´ı ocurr´ıa en el punto Γ¯.
En el punto M¯ s´ı puede observarse confinamiento en la parte central, aunque
se produce a frecuencias menores y no es tan acusado como lo era en el punto Γ¯.
En la figura 6.51 se muestran los resultados para las frecuencias ω = 0.1510×
1014Hz y ω = 0.2500× 1014Hz, que presentan el comportamiento sen˜alado.
A bajas frecuencias se observa tambie´n, tanto en el punto M¯ como en el pun-
to X¯, ciertas frecuencias asociadas con los bloques B, tal y como ocurr´ıa con
multicapas cuasiregulares simples.
A frecuencias ma´s altas el comportamiento de la LDOS en el punto M¯ es similar
al del punto X¯, es decir, aparece asociada con los bloques A o AA.
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Figura 6.51. LDOS para las frecuencias ω = 0.1510× 1014Hz y ω = 0.2500× 1014Hz
en el punto M¯ del sistema F8 − P4 − F8
Figura 6.52. LDOS para las frecuencias ω = 0.3730× 1014Hz y ω = 0.5770× 1014Hz
en el punto M¯ del sistema F8 − P4 − F8
Esto se muestra en la figura 6.52, donde se ha representado la LDOS para las
frecuencias ω = 0.3730×1014Hz y ω = 0.5770×1014Hz en el punto M¯ . La primera
de ellas aparece asociada con los bloques A, y esta´ presente a lo largo de toda la
estructura, y la segunda con los bloques AA, y queda confinada, por tanto en las
partes cuasiregulares, tal y como ocurr´ıa en el punto X¯.
6.7 Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha extendido el sencillo modelo considerado anteriormente
para cadenas unidimensionales, al caso de estructuras multicapas tridimensionales,
suponiendo como materiales constituyentes el aluminio y la plata. El me´todo de
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ca´lculo utilizado en este caso es el me´todo de empalme de funciones de Green de
superficie (SGFM) con el que puede obtenerse tanto el espectro de estos sistemas
como su densidad local de estados (LDOS).
El estudio de vibraciones en sistemas cuasiregulares tridimensionales es una
de las principales contribuciones originales del presente trabajo, y completa lo
obtenido anteriormente en sistemas unidimensionales ma´s sencillos. Se exponen a
continuacio´n algunos de los resultados ma´s interesantes:
• El espectro para las diferentes multicapas cuasiregulares analizadas, muestra
en general varios gaps, aunque no se observa en ningu´n caso una estructura
jera´rquica, como ocurr´ıa en el caso de cadenas unidimensionales, que distinga
entre gaps primarios y secundarios.
• En el punto Γ¯, todav´ıa se aprecia una cierta fragmentacio´n del espectro a
medias y altas frecuencias, pero esa fragmentacio´n es menor en el punto M¯ ,
y casi inexistente en el punto X¯.
• Cuando se compara directamente el espectro de los sistemas 3D con e´l de
los sistemas 1D, destaca que a bajas frecuencias, donde los sistemas unidi-
mensionales presentan una serie de varias bandas y subbandas, los sistemas
tridimensionales so´lo muestran una gran banda. Esto parece estar relaciona-
do con la presencia a bajas frecuencias, de modos longitudinales y transver-
sales, de manera que los diferentes gaps se acaban tapando y dando lugar a
una sola banda. Esto no ocurre en sistemas 1D ya que so´lo se tienen modos
longitudinales.
• A frecuencias ma´s elevadas, donde ya no existen en el caso 3D modos transver-
sales y solamente esta´n presentes los longitudinales, ambos espectros s´ı guardan
cierta similitud.
• El patro´n que muestra la LDOS en el punto Γ¯ a frecuencias bajas, es muy
similar al patro´n de desplazamientos ato´micos que se obtiene para sistemas
unidimensionales, es decir, es bastante irregular y muestra cierta autosimili-
tud.
• Para frecuencias medias y altas en el punto Γ¯, la LDOS muestra un patro´n
asociado con los bloques A, AA, AAA . . . , presentes en la estructura.
• En los puntos X¯ y M¯ la regularidad en la LDOS se muestra incluso a frecuen-
cias muy bajas, siendo este el principal rasgo que la distingue de lo obtenido
en el punto Γ¯. En estos puntos la LDOS tambie´n parece esta asociada a los
bloques anteriores, pero adema´s, a bajas frecuencias tambie´n puede apre-
ciarse una cierta localizacio´n en los bloques B, BB, BBB . . . , algo que no
ocurr´ıa tampoco en Γ¯.
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• Esta u´ltima caracter´ıstica se aprecia mejor en la secuencia de Rudin-Shapiro,
pues en ella aparecen hasta cuatro agrupaciones diferentes de bloques B: B,
BB, BBB y BBBB. Para Thue-Morse so´lo se tienen los dos primeros, y
para Fibonacci y period-doubling u´nicamente aparecen bloques B aislados.
• Es, en cierto modo, lo´gico que en el punto Γ¯ no se aprecie localizacio´n en
B, ya que la LDOS a bajas frecuencias no muestra en este punto un patro´n
claro, como ya se ha comentado, y a frecuencias mayores donde quiza´ podr´ıa
apreciarse, ya no lo hace pues caen por encima de la frecuencia ma´xima de
vibracio´n de ese material.
• Algunos de los resultados comentados esta´n de acuerdo con los estudios re-
alizados para electrones en sistemas 3D cuasiregulares [206, 207], donde el
espectro fragmentado solo se aprecia para algunos rangos de energ´ıas en la
vecindad del punto Γ¯.
• En general, las caracter´ıstica comentadas estan presentes en los cuatro tipos
de multicapas analizadas: Fibonacci, Thue-Morse, period-doubling y Rudin-
Shapiro. Aunque como es lo´gico, tanto el espectro como la LDOS tienen los
rasgos particulares de cada secuencia.
El modelo tambie´n se ha aplicado al estudio de multicapas h´ıbridas tridi-
mensionales, extensio´n directa de los sistemas unidimensionales estudiados en el
cap´ıtulo anterior. De la amplia variedad de estructuras analizadas all´ı, solo se
han tratado aqu´ı estructuras con un bloque perio´dico entre dos bloques de Fi-
bonacci. Adema´s se ha an˜adido un nuevo tipo de sistema en el que en lugar del
bloque perio´dico se tiene un bloque de un mismo material. Tras el ana´lisis de estos
sistemas se han obtenido los siguientes resultados:
• El espectro de los sistemas h´ıbridos F−P−F es pra´cticamente ide´ntico al de
su sistema cuasiregular constituyente. La poca fragmentacio´n que presenta
el espectro de los sistemas 3D impide ver diferencias entre el espectro de las
multicapas h´ıbridas y el de las cuasiregulares.
• El estudio comparativo del espectro en los tres puntos de simetr´ıa analizados,
ofrece resultados similares a los comentados anteriormente para multicapas
cuasiregulares simples.
• El espectro de las multicapas F −A−F y F −B−F s´ı presenta diferencias
con respecto al espectro de la multicapa de Fibonacci. Se aprecian estados
nuevos en el borde de las bandas y tambie´n estados en los gaps, que pueden
asociarse con los modos normales de vibracio´n de la estructura introducida
en el centro de la multicapa.
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• El ana´lisis de la LDOS ofrece resultados similares a los obtenidos en el caso
unidimensional. Principalmente el confinamiento selectivo de determinadas
frecuencias en ciertas partes de la estructura.
• Este confinamiento se ha verificado tambie´n para estructuras h´ıbridas cuya
parte central perio´dica es mucho menor que los bloques cuasiregulares de los
extremos. De esta forma se logra el confinamiento de ciertas vibraciones en
una parte muy reducida de la estructura.
• Tambie´n los sistemas h´ıbridos cuya parte central es un bloque de tipo A o
B, presentan confinamiento en las distintas partes de la estructura.
• Se ha comprobado que los resultados anteriores aparecen tambie´n cuando el
taman˜o total de la estructura es muy reducido. En este caso se ha consider-
ado la parte Fibonacci con 34 capas cada una (con menos capas se perder´ıa
la identidad de la secuencia) y una parte central con apenas 8 bloques. Esto
refuerza la robustez de este efecto y lo hace quiza´ ma´s interesante de cara a
posibles realizaciones experimentales.
• En el caso de los puntos X¯ y M¯ hay ciertas diferencias en cuanto al con-
finamiento de las vibraciones. Llama la atencio´n principalmente, que en el
punto X¯ s´ı se aprecia confinamiento en los bloques cuasiregulares, pero no en
el bloque central. En el punto M¯ s´ı hay confinamiento en el bloque central,
pero solo a frecuencias bajas.
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Se exponen en este cap´ıtulo las conclusiones ma´s importantes que se han obtenido
en el presente trabajo, as´ı como algunas sugerencias para futuros estudios del tema
tratado.
Se ha desarrollado un tratamiento matema´tico, dentro del formalismo de la
matriz de transferencia, que permite ampliar el modelo general para electrones y
vibraciones, introducido por otros autores [53,61,62], a sistemas unidimensionales
con ma´s de un a´tomo por bloque de material. El tratamiento permite, como otra
novedad, considerar diferentes condiciones de contorno. Se ha desarrollado para
tres de las secuencias cuasiregulares ma´s estudiadas: Fibonacci, Thue-Morse y
period-doubling. Se ha logrado tambie´n su extensio´n al caso de sistemas h´ıbridos
que consideran partes perio´dicas y partes cuasiregulares.
La aplicacio´n del tratamiento anterior al caso de vibraciones ha dado los sigu-
ientes resultados.
El valor de los para´metros tiene una influencia sobre las propiedades de los
sistemas cuasiregulares que no se puede despreciar. Se ha obtenido que ciertos
valores de las masas y constantes de fuerza dan lugar a la superposicio´n de algunas
bandas, originando propiedades poco comunes, como un alto valor del coeficiente
de transmisio´n a altas frecuencias.
Adema´s, el espectro de vibraciones para secuencias de Fibonacci y period-
doubling, en las que los a´tomos de tipo A y B no juegan un mismo papel, depende
de forma considerable de si MA < MB o´ MA > MB. En el primer caso el espectro
es el esperado a partir del trabajo de otros autores. Sin embargo para el segundo
caso, tanto la estructura de bandas principales, como el esquema de bloques que lo
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justifica, ha cambiado. La secuencia de Thue-Morse, dado el papel sime´trico que
juegan en ella ambos tipos de a´tomos, no presenta estas diferencias y los resultados
son exactamente iguales en ambos casos.
Se ha reforzado la interpretacio´n del espectro de vibraciones en cadenas de
Fibonacci, en funcio´n de los modos normales de vibracio´n de ciertos bloques el-
ementales. Adema´s, se ha demostrado que tal interpretacio´n es va´lida tambie´n
para las secuencias de Thue-Morse y period-doubling.
Dando valores arbitrarios a las masas y constantes de fuerza, se puede obten-
er una gra´fica KA/KI − MA/MB en la que quedan plasmadas algunas de las
propiedades anteriores. Como novedad se ha estudiado el comportamiento de
las vibraciones en un sistema con valores reales para los para´metros. En este caso
se han analizado los sistemas Al/Ag y Ag/Al, para las secuencias de Fibonacci,
Thue-Morse y period-doubling. Los resultados para el espectro y los desplaza-
mientos ato´micos entran dentro de lo esperado, e incluso el esquema de bloques
elementales propuesto para cada secuencia demuestra su validez en estos casos.
Una de las principales novedades del presente trabajo, en lo que se refiere al
estudio sistemas unidimensionales, es la posibilidad de tomar ma´s de un a´tomo
por bloque de material. Si adema´s se consideran como materiales constituyentes
el aluminio y la plata, se tiene una representacio´n, que aunque sencilla, es lo ma´s
aproximada posible, a lo que ser´ıa una heteroestructura cuasiregular real en una
dimensio´n.
Los resultados muestran un aumento del nu´mero de bandas principales, acom-
pan˜ado de un aumento del coeficiente de transmisio´n en muchas de ellas y la
disminucio´n del coeficiente de Lyapunov en los gaps, al aumentar el nu´mero de
a´tomos por bloque de material. Otro aspecto a destacar es la desaparicio´n del
esquema de trifurcacio´n en muchas de las bandas permitidas. Estos resultados
pueden explicarse a partir del esquema de bloques elementales para cada secuen-
cia.
En el caso de electrones en sistemas unidimensionales se ha utilizado el mismo
tratamiento matema´tico que para vibraciones. La principal novedad esta´ tambie´n
en el estudio de estructuras con ma´s de un a´tomo por bloque de material, en sis-
temas de Fibonacci, donde ya hab´ıa estudios previos [207, 222], y principalmente,
Thue-Morse y period-doubling. Se observa en todos estos casos co´mo la mayor´ıa
de estados permitidos se concentra en una zona del espectro, mostrando en ella
un alto valor para el coeficiente de transmisio´n, mientras que el resto del espec-
tro es altamente fragmentado y su coeficiente de transmisio´n es pra´cticamente
despreciable.
Los sistemas h´ıbridos que combinan bloques perio´dicos con bloques cuasireg-
ulares ya han sido propuestos por otros autores [153], e incluso se han obtenido
resultados en el campo de la o´ptica. Aqu´ı se ha presentado como novedad el estu-
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dio de las vibraciones en estos sistemas, utilizando el mismo modelo f´ısico que se
utilizo´ anteriormente para estudiar las vibraciones en las secuencias de Fibonacci,
Thue-Morse y period-doubling. Como me´todo de ca´lculo se ha utilizado tanto la
matriz de transferencia, como la diagonalizacio´n directa.
Se han considerado tres tipos diferentes de estructuras h´ıbridas o compuestas.
En el primero, se supone un bloque cuasiregular entre dos bloques perio´dicos, o
viceversa. En el segundo, se suponen dos bloques cuasiregulares iguales, crecidos de
forma sime´trica. En el tercero, tambie´n hay dos bloques cuasiregulares similares,
pero en uno de ellos se intercambia A por B, y viceversa.
Los resultados que se han obtenido para estructuras h´ıbridas parecen intere-
santes y entre ellos habr´ıa que destacar los que se exponen a continuacio´n.
El espectro de frecuencias de sistemas h´ıbridos se ve modificado con respecto
al que presentaba el bloque cuasiregular. Esta modificacio´n dependera´ principal-
mente del taman˜o relativo de los diferentes bloques.
Los desplazamientos ato´micos pueden presentar cuatro tipos de comportamien-
to diferentes. A bajas frecuencias, su comportamiento es uniforme a lo largo de
toda la muestra, sin discernir entre la parte perio´dica y la parte cuasiregular. Exis-
ten frecuencias que tambie´n se extienden a lo largo de toda la estructura, pero cuyo
patro´n de desplazamientos ato´micos es muy diferente en cada una de las partes.
En tercer lugar, existen frecuencias que quedan confinadas en uno de los bloques.
En realidad aquellas frecuencias que pertenecen al espectro del sistema cuasireg-
ular pero no al espectro del sistema perio´dico, aparecen confinadas en la parte
cuasiregular, y viceversa. Por u´ltimo, existen ciertas frecuencias que muestran un
comportamiento localizado en zonas muy concretas de la estructura.
Esto se ha comprobado para diferentes taman˜os de las estructuras, para secuen-
cias de Fibonacci, Thue-Morse, period-doubling y Rudin-Shapiro, para diferentes
valores del nu´mero de a´tomos de cada tipo, y tambie´n considerando como materi-
ales Al y Ag.
Los sistemas sime´tricos presentan como novedad la existencia de modos aisla-
dos dentro de algunos gaps primarios y secundarios, que parecen estar asociados
con ciertos bloques elementales que esta´n presentes en el sistema sime´trico, pero
no lo esta´n en el sistema cuasiregular. Los desplazamientos ato´micos en este caso
muestran un comportamiento claramente localizado en ciertas partes de la estruc-
tura.
El espectro de los sistemas alternados viene a ser una mezcla de los dos espec-
tros diferentes que presentan sus bloques constituyentes, observa´ndose la reduccio´n
o desaparicio´n de ciertos gaps primarios y secundarios. Tambie´n aqu´ı los desplaza-
mientos presentan feno´menos de confinamiento y localizacio´n en ciertas partes de
la estructura.
El ana´lisis de diferentes secuencias muestra que algunas de ellas son poco in-
teresantes a la hora de fabricar sistemas sime´tricos o alternados. Este es el caso de
la secuencia de Thue-Morse, que por su propia estructura no aporta nada nuevo a
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la hora de fabricar estos sistemas.
Las estructuras h´ıbridas y compuestas se presentan como un campo en el que
todav´ıa queda mucho por hacer, puesto que los para´metros de disen˜o son mu-
chos, y las posibles combinaciones son pra´cticamente ilimitadas. A esto se suman
otras posibilidades, no consideradas aqu´ı, pero que podr´ıan ofrecer resultados in-
teresantes, co´mo la fabricacio´n de estructuras h´ıbridas que combinen dos tipos de
secuencias cuasiregulares diferentes o la posibilidad de crecer sistemas sime´tricos
con un bloque de material A o B, de diferente taman˜o, en el plano de simetr´ıa.
Los resultados obtenidos, junto con las diferentes posibilidades de disen˜o, ha-
cen que estos sistemas poseean prometedoras perspectivas a la hora de fabricar
dispositivos para el filtrado o guiado de ondas.
Por u´ltimo, y como una de las principales novedades del presente trabajo, se
ha extendido el sencillo modelo considerado anteriormente para cadenas unidi-
mensionales, al caso de estructuras multicapas tridimensionales. Para ello se ha
utilizado una de las variantes del me´todo de empalme de funciones de Green de
superficie (SGFM), y se ha calculado el espectro y la densidad local de estados
(LDOS), en los puntos de simetr´ıa Γ¯, X¯ y M¯ .
En primer lugar se han estudiado las vibraciones en multicapas de Fibonacci,
Thue-Morse, period-doubling y Rudin-Shapiro. Los resultados ofrecen diferencias
con respecto al caso unidimensional. Principalmente, no se observa la estructura
jera´rquica del espectro, con una clara distincio´n entre gaps primarios y secundarios.
Las mayores diferencias entre los casos 3D y 1D aparecen en la parte baja
del espectro, pues donde los sistemas unidimensionales presentan una serie de
bandas y subbandas, ma´s o menos bien definidas, los sistemas tridimensionales
so´lo muestran una gran banda. Esto esta´ relacionado con la presencia a bajas
frecuencias, de modos longitudinales y transversales, de manera que los diferentes
gaps se acaban tapando y dando lugar a una sola banda.
A frecuencias mayores, donde ya no existen en el caso tridimensional mod-
os transversales y solamente esta´n presentes los longitudinales, ambos espectros
guardan cierta similitud.
El comportamiento que muestra la LDOS tambie´n depende del rango de fre-
cuencias. A bajas frecuencias presenta un patro´n similar al de los desplazamientos
ato´micos en el caso unidimensional, es decir, muestra una cierta irregularidad y
presenta cierta autosimilitud. Para frecuencias medias y altas, en el punto Γ¯, la
LDOS muestra un patro´n asociado con ciertos bloques presentes en la estructura:
A, AA, AAA . . . Esta regularidad en la LDOS, se aprecia en los puntos X¯ y M¯
incluso a frecuencias bajas.
Estas caracter´ısticas esta´n presentes en los cuatro tipos de secuencias cuasireg-
ulares analizadas, aunque como es lo´gico, en cada una de ellas, tanto el espectro
como la LDOS, tienen los rasgos particulares de cada secuencia.
Adema´s de multicapas tridimensionales sencillas, tambie´n se han estudiado
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estructuras h´ıbridas, similares a las que ya se han presentado en el caso unidi-
mensional. En este caso se ha estudiado una multicapa formada por un bloque
perio´dico entre dos bloques de Fibonacci. La poca fragmentacio´n que presentan
los sistemas en 3D impide ver diferencias entre el espectro del sistema h´ıbrido y el
de Fibonacci. Ma´s interesante resulta el estudio de la LDOS, pues en este caso re-
fuerza los resultados obtenidos en una dimensio´n sobre el confinamiento de ciertas
frecuencias. Se ha mostrado claramente co´mo algunas vibraciones quedan confi-
nadas en la parte de Fibonacci y otras en la parte perio´dica. Incluso si se reduce
la parte central de la estructura a un taman˜o casi mı´nimo, se sigue observando el
feno´meno.
Otro tipo de estructura que se ha estudiado es la formada por dos bloques de
Fibonacci separados por un bloque de tipo A o de tipo B. Se observan en este
caso nuevos estados en el borde de las bandas y tambie´n estados en los gaps, que
pueden asociarse con los modos normales de vibracio´n de la estructura introducida
en el centro de la multicapa.
Tambie´n en estas estructuras aparece un confinamiento para ciertas frecuencias,
e incluso se ha comprobado el feno´meno para estructuras con un taman˜o muy
reducido, lo que refuerza la robustez del efecto y adema´s lo hace ma´s interesante
de cara a posibles realizaciones experimentales.
En el caso de las multicapas h´ıbridas en tres dimensiones quedan muchas posi-
bilidades por explorar todav´ıa, pues apenas se han analizado un par de sistemas.
Se pueden considerar otras secuencias, diferentes taman˜os para cada uno de los blo-
ques constituyentes y para el nu´mero de capas ato´micas de A y B, y por supuesto,
diferentes estructuras h´ıbridas, sime´tricas o alternadas, como las que se vieron en
el caso unidimensional. Asimismo habr´ıa que realizar estudios detallados con mod-
elos de dina´mica de redes ma´s elaborados y realistas que el que se ha empleado
aqu´ı.
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En el presente trabajo se han utilizado principalmente cuatro secuencias cuasireg-
ulares: Fibonacci, Thue-Morse, period-doubling y Rudin-Shapiro. Se presenta
a continuacio´n una breve descripcio´n sobre la teor´ıa general de secuencias, y
temas relacionados [30, 31, 271–283], y alguna informacio´n adicional sobre las cu-
atro secuencias anteriores, que completa la que se ha ido ofreciendo a lo largo
del trabajo. Existen otras secuencia, que no se tratara´n aqu´ı y que han sido
utilizadas por otros autores. Ejemplos de estas secuencias son la de Fibonacci
generalizada y de tres componentes [95, 144, 239, 248, 284–290], Fibonacci en dos
dimensiones [17, 291], Thue-Morse de tres componentes [239, 286], Padovan [284],
Kolakoski [292], circular [30,31,51,181], binary-non-Pisot [30,181,293], y ternary-
non-Pisot [181,286,293].
A.1 Teor´ıa general de secuencias
Se considera una secuencia del tipo (α0α1α2 . . .), donde cada elemento αi, llamado
letra, pertenece a un conjunto finito discreto A, llamado alfabeto, αi ∈ A. Una
combinacio´n finita de letras, no necesariamente diferentes, como p = α0α1α2 . . . αn
se llamara´ palabra de longitud n, y se dice que p ∈ A∗, donde el conjunto A∗ es el
conjunto de todas las palabras que pueden obtenerse del alfabeto A.
Una forma comu´n de obtener secuencias es mediante el uso de reglas de susti-
tucio´n. Una regla de sustitucio´n es un operador ξ : A −→ A∗, o tambie´n
ξ : A∗ −→ A∗, que actu´a sobre una letra o palabra de acuerdo con:
ξ(p) = ξ(α0)ξ(α1)ξ(α2) . . . ξ(αn)
Una regla de sustitucio´n se llamara´ binaria si el nu´mero de letras del alfabeto
es 2.
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Una regla de sustitucio´n sera´ uniforme de mo´dulo l, si al aplicar la regla a cada
letra del alfabeto, da una palabra de longitud l.
Una secuencia de letras {αi} se llama punto fijo de la regla de sustitucio´n ξ, si
permanece invariante bajo la regla de sustitucio´n, es decir, si:
ξ(α0α1α2 . . .) = α0α1α2 . . .
El punto fijo de una sustitucio´n se obtiene fa´cilmente comenzando con una
semilla α0 y dejando actuar la sustitucio´n un nu´mero infinito de veces. Solamente
hay que asegurarse que la palabra empiece por la letra α0 y que la longitud de la
palabra ξk(α0) tienda a infinito cuando k →∞.
Se llamara´ secuencia de sustitucio´n a todas las secuencias que tengan puntos
fijos de alguna regla de sustitucio´n.
Una herramienta muy u´til es la llamada matriz de sustitucio´n (tambie´n cono-
cida como matriz caracter´ıstica o matriz de incidencia), que en su fila i y columna
j, tiene un nu´mero entero no negativo, igual al nu´mero de veces que esta´ la letra
j − esima en la regla de sustitucio´n i − esima. Para el caso ma´s sencillo de un






donde ]A(ξ) es el nu´mero de letras A que hay en la regla de asignacio´n g, y ]B(ξ)
es el nu´mero de letras B. Hay que sen˜alar que la matriz de sustitucio´n no tiene
en cuenta el orden de las letras, so´lo su nu´mero. Posteriormente se ilustrara´n con
varios ejemplos todos estos conceptos.
Los autovalores, λ, de la matriz de sustitucio´n son las soluciones de la ecuacio´n
de autovalores:
det|M − λI| = 0
Existe una forma de diferenciar una secuencia cuasiperio´dica de una no-cuasiperio´dica,
usando la matriz de sustitucio´n, para un alfabeto de dos letras y secuencias prim-
itivas. Sean los autovalores de la matriz λ1 y λ2 (λ1 > λ2):
• |λ2| ≥ 1 secuencia no-cuasiperio´dica
• 0 < |λ2| < 1:
– |λ1λ2| = 1 secuencia cuasiperio´dica
– |λ1λ2| 6= 1 secuencia l´ımite cuasiperio´dica
Todas las reglas de sustitucio´n que se considerara´n sera´n primitivas. Esto
significa que para cualquier α ∈ A, existe un entero k tal que la palabra ξk(α)
contiene todas las letras de A.
Todas las secuencias que pueden obtenerse por sustituciones de longitud con-
stante se llaman secuencias automa´ticas.
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A.2 Secuencia de Fibonacci
La secuencia de Fibonacci es sin duda la ma´s estudiada por su relacio´n con mu-
chos aspectos de la Naturaleza. Tiene un intere´s especial en la descripcio´n de los
cuasicristales pues puede considerarse la representacio´n unidimensional de un cua-
sicristal tridimensional y de una red de Penrose bidimensional. Tiene su origen en
los estudios de Leonardo di Pisa (Fibonacci) sobre la poblacio´n de conejos, hacia
el an˜o 1202 [32].
Se presentan a continuacio´n, de forma esquematizada, algunas de las carac-
ter´ısticas ma´s importantes de esta secuencia.
Alfabeto A = {A,B}
Regla de sustitucio´n ξ(A) = AB, ξ(B) = A
Fo´rmula de recurrencia an = an−1 + an−2 con a0 = a1 = 1















Mapa de traza xn+3 = xn+1xn+2 − xn
Espectro Continuo singular, soportado por un conjunto de medida de Lebesgue
cero.
Secuencia para los primeros o´rdenes En la siguiente tabla se escribe expl´ıcitamente
la secuencia de Fibonacci, as´ı como el nu´mero de letras A, B y en total para
cada orden. Puede apreciarse co´mo el nu´mero de letras para un orden n
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viene dado por el nu´mero de Fibonacci de ese orden.
Secuencia A B Total
F0 = B 0 1 1
F1 = A 1 0 1
F2 = AB 1 1 2
F3 = ABA 2 1 3
F4 = ABAAB 3 2 5
F5 = ABAABABA 5 3 8
F6 = ABAABABAABAAB 8 5 13
F7 = ABAABABAABAABABAABABA 13 8 21
F8 = . . . 21 13 34
F9 = . . . 34 21 55
F10 = . . . 55 34 89
F11 = . . . 89 55 144
F12 = . . . 144 89 233
F13 = . . . 233 144 377
F14 = . . . 377 233 610
A.3 Secuencia de Thue-Morse
Esta secuencia aparece publicada por primera vez en 1906 por A. Thue [34], aunque
paso´ bastante desapercibida. En 1921 M. Morse la resdescubre en sus estudios
sobre flujo geode´sico en algunas superficies de curvatura negativa [35]. Se presentan
a continuacio´n algunas de las caracter´ısticas ma´s importantes para la secuencia de
Thue-Morse.
Alfabeto A = {A,B}
Regla de sustitucio´n ξ(A) = AB, ξ(B) = BA
Fo´rmula de recurrencia Partiendo de a0 = a
∗
0 = 1





















Autovalores λ1 = 2 y λ2 = 0
Mapa de traza xn+3 = 4x
2
n+1(xn+2 − 1) + 1
Espectro Continuo singular, soportado por un conjunto de medida de Lebesgue
cero.
Secuencia para los primeros o´rdenes En la siguiente tabla se escribe expl´ıcitamente
la secuencia de Thue-Morse, as´ı como el nu´mero de letras A, B y en total
para cada orden. Puede apreciarse como el nu´mero de letras A coincide con
el de B, y como el nu´mero total de letras para un orden dado n coincide con
2n. La secuencia TM ∗n ser´ıa la misma que TMn simplemente cambiando A
por B y viceversa.
Secuencia A B Total
TM0 = A 1 0 1
TM1 = AB 1 1 2
TM2 = ABBA 2 2 4
TM3 = ABBABAAB 4 4 8
TM4 = ABBABAABBAABABBA 8 8 16
TM5 = . . . 16 16 32
TM6 = . . . 32 32 64
TM7 = . . . 64 64 128
TM8 = . . . 128 128 256
TM9 = . . . 256 256 512
TM10 = . . . 512 512 1024
A.4 Secuencia period-doubling
Esta secuencia es de especial importancia en el estudio de sistemas dina´micos. Se
presentan a continuacio´n algunas de las caracter´ısticas ma´s importantes para la
secuencia period-doubling.
Alfabeto A = {A,B}
Regla de sustitucio´n ξ(A) = AB, ξ(B) = AA
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Fo´rmula de recurrencia Partiendo de a0 = 1; a1 = 2









Autovalores λ1 = 2 y λ2 = −1
Espectro Continuo singular, soportado por un conjunto de medida de Lebesgue
cero.
Secuencia para los primeros o´rdenes En la siguiente tabla se escribe expl´ıcitamente
la secuencia period-doubling, as´ı como el nu´mero de letras A, B y en total
para cada orden. En este caso el nu´mero de letras de A no coincide con el
de B. El nu´mero total de letras para un orden dado n coincide con 2n.
Secuencia A B Total
PD0 = A 1 0 1
PD1 = AB 1 1 2
PD2 = ABAA 3 1 4
PD3 = ABAAABAB 5 3 8
PD4 = ABAAABABABAAABAA 11 5 16
PD5 = . . . 21 11 32
PD6 = . . . 43 21 64
PD7 = . . . 85 43 128
PD8 = . . . 171 85 256
PD9 = . . . 341 171 512
PD10 = . . . 683 341 1024
A.5 Secuencia de Rudin-Shapiro
La secuencia de Rudin-Shapiro, a diferencia de las anteriores, consta de cuatro
letras. Tiene su origen en dos trabajos publicados en la de´cada de los 50 [36, 37].
Se presentan a continuacio´n algunas de sus caracter´ısticas ma´s importantes.
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Alfabeto A = {A,B,C,D}





1 0 1 0
0 0 1 1
1 1 0 0
0 1 0 1


Autovalores λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 =
√




Secuencia para los primeros o´rdenes En la siguiente tabla se escribe expl´ıcitamente
la secuencia de Rudin-Shapiro, as´ı como el nu´mero de letras de cada tipo para
un orden dado. El nu´mero total de letras para un orden dado n coincide con
2n. En el infinito, la frecuencia de los distintos tipos de letras es la misma.
Secuencia A B C D Total
RS0 = A 1 0 0 0 1
RS1 = AC 1 0 1 0 2
RS2 = ACAB 2 1 1 0 4
RS3 = ACABACDC 3 1 3 1 8
RS4 = ACABACDCACABDBAB 6 4 4 2 16
RS5 = . . . 10 6 10 6 32
RS6 = . . . 20 16 16 16 64
RS7 = . . . 36 28 36 28 128
RS8 = . . . 72 64 64 56 256
RS9 = . . . 136 120 136 120 512
RS10 = . . . 272 256 256 240 1024
Existen dos posibilidades de transformar la secuencia de Rudin-Shapiro en
una secuencia de dos letras. La primera es considerar C = B y D = A, que
da lugar a una secuencia perio´dica ABABABAB . . .. La segunda se obtiene
al hacer C = A y D = B, y genera una secuencia cuasiregular interesante,
cuyas propiedades aparecen en la siguiente tabla:
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Secuencia A B Total
RS0 = A 1 0 1
RS1 = AA 2 0 2
RS2 = AAAB 3 1 4
RS3 = AAABAABA 6 2 8
RS4 = AAABAABAAAABBBAB 10 6 16
RS5 = . . . 20 12 32
RS6 = . . . 36 28 64
RS7 = . . . 72 56 128
RS8 = . . . 136 120 256
RS9 = . . . 272 240 512




Son muchos los trabajos publicados hasta la fecha relacionados con distintos tipos
de excitaciones elementales en diferentes sistemas cuasiregulares. Adema´s, dichos
trabajos provienen de campos muy diversos de la f´ısica, las matema´ticas y la
ciencia de los materiales. No todos los tipos de excitaciones elementales ni todas
las secuencias han recibido un tratamiento semejante, de ah´ı que se pretenda a
continuacio´n, hacer un breve estudio bibliogra´fico, que pueda aportar un poco de
informacio´n sobre las publicaciones relacionadas con el presente trabajo.
No se pretende hacer un estudio riguroso y exhaustivo, que ser´ıa francamente
dif´ıcil y laborioso, pero s´ı un estudio serio que ponga de manifiesto las particular-
idades de la bibliograf´ıa que se maneja en este campo. Por ejemplo, es conocido
que la secuencia de Fibonacci ha generado muchas ma´s publicaciones que la de
Thue-Morse o Rudin-Shapiro, pero desconocemos en que´ porcentajes se mueva
cada una. Este es el tipo de cuestiones sobre el que se pretende aportar alguna
informacio´n.
Para ello, se ha utilizado la base de datos SCOPUS, y se han realizado
bu´squedas, atendiendo a diversas palabras clave, que se ira´n especificando. Se ha
puesto como fecha l´ımite del estudio, finales del an˜o 2006, de manera que cualquier
publicacio´n del an˜o 2007 y posteriores ya no aparecera´ aqu´ı.
En primer lugar se ha realizado una bu´squeda con los siguientes criterios (dentro
del Title, Abstract y Keywords):
• (Fibonacci OR Thue-Morse OR Rudin-Shapiro) AND (electron OR electronic)
• (Fibonacci OR Thue-Morse OR Rudin-Shapiro) AND (vibrations OR vibrational
OR phonons)
• (Fibonacci OR Thue-Morse OR Rudin-Shapiro) AND (optical OR light OR pho-
tons)
Los resultados obtenidos se ira´n presentando en las siguientes secciones.
Publicaciones por an˜o
Los resultados por fecha de publicacio´n para cada una de las excitaciones elemen-
tales consideradas, se muestran en la figura B.1.
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Figura B.1. Publicaciones por an˜o para las distintas excitaciones elementales. Fuente:
SCOPUS.
Los primeros trabajos se dedicaron al estudio de electrones en sistemas cuasireg-
ulares. Posteriormente se extendio´ el estudio a vibraciones, aunque siempre en un
volumen de publicaciones mucho menor. Surgio´ con fuerza el estudio de la luz en
estos sistemas, sobre todo coincidiendo con el desarrollo de los cristales foto´nicos.
Publicaciones por secuencia
El nu´mero de publicaciones para cada secuencia, agrupadas segu´n el tipo de ex-
citacio´n elemental, y en total, se muestran en la figura B.2. Los criterios de
bu´squedas son los mismos que se han sen˜adado anteriormente.
En todos los campos destaca muy por encima del resto la secuencia de Fi-
bonacci. Esta secuencia fue la primera en estudiarse y la que ma´s atencio´n ha
acaparado, adema´s de por el intere´s que presenta en muchos otros campos como la
biolog´ıa, por su relacio´n con la representacio´n unidimensional de los cuasicristales
y los embaldosados de Penrose bidimensionales. Le sigue en intere´s y nu´mero
de publicaciones la secuencia de Thue-Morse, y a mucha distancia las secuencias
period-doubling y Rudin-Shapiro. Esta u´ltima al constar de cuatro letras hace ma´s
dif´ıcil su estudio, y por eso en algunos casos se ha presentado su variante de dos
letras, que se ha estudiado en el presente trabajo. La secuencia de Rudin-Shapiro
ha resultado interesante en los u´ltimos an˜os en relacio´n con ciertos trabajos sobre
el estudio del comportamiento electro´nico en mole´culas de DNA.
En la u´ltima gra´fica se ha incluido el nu´mero de publicaciones totales para cada
una de las excitaciones elementales. Se aprecia, como ya se ha comentado, que las
vibraciones en este tipo de sistemas han recibido hasta la fecha indicada un intere´s
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En la figura B.3 aparecen los resultados para la bu´squeda anterior, agrupados por
la revista en la que han sido publicados.
Se han seleccionado las 15 revistas que presentaban un mayor nu´mero de pub-
licaciones. Los criterios de la bu´squeda son los mismos que se han sen˜adado ante-
riormente.
Destacan principalmente Physical Review B con 60 art´ıculos publicados y Jour-
nal of Physics: Condensed Matter con 29. El resto esta´n muy por detra´s y las
diferencias entre ellas son mucho menores. La mayor´ıa son revistas relacionadas
ma´s bien con trabajos de cara´cter teo´rico, aunque tambie´n aparecen algunas rela-
cionadas con la f´ısica aplicada, la ciencia de materiales y la o´ptica.
Luego hay muchas otras revistas con pocos art´ıculos publicados sobre estas
materias y que no se han incluido para no alargar en exceso la lista.
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Figura B.3. Publicaciones por revista. Fuente: SCOPUS.
Cuasicristales y estructuras cuasiregulares
Un tema muy relacionado con el presente trabajo, es el de los cuasicristales. Mu-
chos de los modelos unidimensionales estudiados aqu´ı, son tambie´n representa-
ciones en una dimensio´n de estos materiales. El nu´mero de publicaciones sobre
cuasicristales es bastante considerable. Por ejemplo, antes de 2007 aparecen en
SCOPUS un total de 1463 art´ıculos con la palabra quasicrystals en el T´ıtulo. Si
se busca esa palabra, no solo en el T´ıtulo, sino tambie´n en Abstract y Keywords, la
cifra de publicaciones llega a 3985. Esta es una cifra muy superior a la manejada
en apartados anteriores.
En la figura B.4 se representa la distribucio´n de estas publicaciones por an˜o
(so´lo aquellas en las que la palabra quasicrystals aparece en el t´ıtulo).
Llama la atencio´n la presencia de dos art´ıculos en los an˜os 1982 y 1983, antes
de que se descubrieran los cuasicristales, con el significado que hoy d´ıa se les da.
El nu´mero de publicaciones sobre heteroestructuras aperio´dicas, es mucho
menor que el de cuasicristales. Se ha realizado una bu´squeda con los para´metros:
• (heterostructure OR superlattice OR multilayer) AND (Fibonacci OR Thue-Morse
OR Rudin-Shapiro)
El total de publicaciones en este caso, buscando estos te´rminos en el Title,
Abstract y Keywords, es de 125, antes del an˜o 2007. La distribucio´n de estas
publicaciones por an˜o es la que aparece en la figura B.5.
La mayor´ıa de estas publicaciones son de cara´cter teo´rico, y se echa en falta
un mayor nu´mero de trabajos relacionados con la realizacio´n experimental de het-
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Figura B.4. Publicaciones por an˜o para las distintas excitaciones elementales. Fuente:
SCOPUS.
Figura B.5. Publicaciones por an˜o para las distintas excitaciones elementales. Fuente:
SCOPUS.
eroestructuras cuasiregulares. Esta es sin duda, una de las asignaturas pendientes
en este campo.
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Cristales foto´nicos y fono´nicos
Hay dos campos que quiza´ puedan aportar alguna ayuda en este sentido. Son los
relacionados con los cristales foto´nicos y fono´nicos. En ambos casos se busca crear
estructuras que generen, o bien una banda prohibida foto´nica o bien una banda
prohibida fono´nica.
La mayor´ıa de los trabajos en estas a´reas han tratado con sistemas perio´dicos,
sin embargo, en los u´ltimos an˜os han aparecido trabajos que consideran estructuras
aperio´dicas.
Figura B.6. Publicaciones sobre cristales foto´nicos y cristales fono´nicos. Fuente:
SCOPUS.
En la figura B.6 se muestra el nu´mero de publicaciones por an˜o para cristales
foto´nicos y para cristales fono´nicos. La curva es muy similar para ambas, con
un crecimiento casi de tipo exponencial [43, 44]. Sin embargo, hay que sen˜alar
la diferencia de escala entre ambas figuras. De hecho, el nu´mero total de publi-
caciones que incluyen los te´rminos photonic crystals, en SCOPUS, es de 11773,
mientras que para phononic crystals es de 314. Si se pide que adema´s de esos
te´rminos se incluyan las palabras (Fibonacci OR Thue-Morse OR period-doubling
OR Rudin-Shapiro), aparecen 22 publicaciones para cristales foto´nicos relacionadas
con secuencias cuasiregulares y 1 publicacio´n para cristales fono´nicos.
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